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El6sz6

2003-ban tinnepeljilk Neumann Janos sziiletésének 100. évforduldjat. A Neumann Janos
Szamitogép-tudomanyi Tarsasadg, szamos iskola és civil szervezet, s6t a kormany is
meghirdette a Neumann Janos-centenariumi évet. E konyv megjelenése is az (innepi év
egyik jeles eseménye lesz.

Az év esemenyeinek f6 célja, hogy vilagszerte mindenki emlékezzek arra, valamikor
kozottlink élt egy - Budapesten szilletett - nagy matematikus, aki megszenvedte az elmult
évszézad tragikus eseményeit, végul emigrélt, igy tudomanyos munkajanak eredményeit a
vilag masik részén érte el.

Tragikusan rovid életét - 1957. februar 8-an fejezte be.

1903. december 28-an szliletett, a kor szdmos mas kivalosagat is nevel§ Fasori Evangé-
likus Gimnéziumban tanult, ahol Ré&cz L&szI6, matematika tanara azonnal felfigyelt a fid
tehetségére, és engedte, st tdmogatta, hogy ez a tehetség kibontakozzék.

Sz&mos legenda terjed a fasori gimnazium és Neumann Janos kapcsolatéarol, példaul az
egyik, hogy Racz tanar Ur gyakorlatilag felmentette Neumannt a kozépiskolai matemati-
kadrak latogatésa alol. Az 6rdkon vald részvétel helyett ink&bb azt szorgalmazta, bogy a
matematikarol eszmét cseréljen olyan kivalé matematikusokkal, mint Kirschak Jozsef, a
Megyetem kival6 matematikatanara, késébb rektora, vagy pedig Fekete Mihaly matema-
tikus, kés6bb ajeruzsalemi Hebrew University rektora, akivel - 18 éves koraban - kodzdsen
irta meg élete els6 matematikai dolgozatat.

Erdekes modon az életérdl szolo irasokban az egyetemi tanulméanyairdl is kilonféle
torténeteket lehet olvasni. A biztos pont, hogy édesapja kivansagara beiratkozott a zirichi
Eidgendssische Technische Hochschuléra, ahol vegyészmérndki tanulmanyokat folytatott
(1921-1925). Az apa kivansagaval nem volt ellentétben, hogy 1921-ben beiratkozott a bu-
dapesti tudomanyegyetemre is, ahol matematikat, fizikat és kémiat tanult, mikdzben az
1921-1923-as éveket jorészt Berlinben toltdtte, ahol részt vett Einstein fizikai szeminariu-
main. 1925-ben vette at vegyészmérndki diplomajat Zirichben, majd 1926-ban visszatért
Budapestre, ahol a tudoményegyetemen ,,summa cum laude” doktorélt matematikabdl.

Itt érdemes egy kicsit megszakitani Neumann Janos életrajzanak ismertetését. Neumann
életrajzirdinak a legtdbbje megemliti, hogy ellentétben més nagy matematikusokkal,
Neumann Janos utan szinte semmi megoldatlan probléma nem maradt. Amihez hoz-
z8kezdett, lett légyen az barmiféle, akdr nem tisztdn matematikai feladat is, megoldotta. Egy
amerikai matematikussal beszélgetve, rajéttem a titokra: Neumann Janos nemcsak matema-
tikus volt, hanem vegyészmérnok is, ezért, mint mérnok az egyetemen hozzaszokott a mérnoki
gondolkodasmaédhoz. A mérnodknek ugyanis a kapott feladatot meg kell oldania, mert egy félig
kiszamolt hid leszakad, egy be nem fejezett elektronikus aramkdr nem miikodik, egy elére ki
nem szamolt kémiai kisérlet felrobban. Neumann egyik kedvenc mondasa - ha egy feladattal
elméletileg vegzett - a kdvetkezd volt: nézzilk meg numerikusan is! - ezzel munkatérsait is arra
Osztokélte, hogy szamoljak ki mindazt, amit elméletileg mar megoldottak.

Ezért szoktam az el6adasaimban Neumann Janost mérnoki gondolkodasu matemati-
kusnak nevezni.

A fiatal tudds Géttingenbe igyekszik, ahol David Hilbert mellett gyijt tapasztalatokat.
Hermann Goldstine - Neumann Janos barétja - idézi kényvében Lothar Nordheimet,



akivel Neumann Gottingenben egyditt dolgozott. Nordheim igy jellemzi a két tudost: ...
Hilbert lassu felfogast volt, Neumann viszont a leggyorsabban gondolkodott mindazok kozl,
akiket valaha ismertem.

A hlszas évek németorszagi eseményei a legtobb tudost, igy Neumann Janost is Né-
metorszag elhagyasara késztették.

1930-1933 kozdtt vendégprofesszor a princetoni egyetemen, 1933-t6l 1957-ig (halalaig)
a Princetoni Fels6fokd Tanulmanyok Intézetének (Institute for Advanced Study) matema-
tikaprofesszora.

Neumann nagyon sok probléma irant érdekl6dott, ezért tevékenysége is szertedgazd
volt. igy torténhetett meg, hogy tobb tudomanyag is az egyik legnagyobb alkot6janak te-
kinti. A matematikusok Neumann Janost tartjak a XX. szazad egyik, ha nem a legnagyobb
matematikusanak. A meteoroldgia Neumannt tekinti a numerikus meteoroldgia, azaz a
matematikai mddszerekkel val6 sz&mitogépes id6jaras-elérejelzés megteremtéjének.
A kozgazdaszok tobbsége azt mondja, hogy az Oscar Morgensternnel kdzdsen kidolgozott
jatékelmélete (j irdnyba forditotta a kdzgazdasag tudomanyat. A fizika is sokat kdszonhet
Neumann Janosnak azzal, hogy megalkotta a kvantummechanika matematikai alapjait, a
haditudomanyban pedig kidolgozta az elsé atombomba felrobbantasanal alkalmazott be-
robbantési technikdt. Még az orvostudomany is profitalt Neumann Janos: A szamit6gép és
az agy cim(, utolsé tanulméanyabdl, noha ezt néhanyan kétségbe vonjak.

Utoljara hagytam Neumann Janosnak a szamitogép kifejlesztésében végzett tevékeny-
ségét, aminek a jelent6ségét az Ujkori informatikatorténészek altalaban vagy tal-, vagy
pedig alulértékelik. Sok szerzdvel ellentétben - véleményem szerint - Neumann Janosnak
harom maradand¢ alkot&sa 6rzi meg a nevét a szdmitastechnika legnagyobbjai kozott:

* Az egyik, a tarolt program elvének kitalal&sa és alkalmazasa, még akkor is, ha az elvet
Németorszagban korilbelll ugyanabban az id6ben, Konrad Zuse is alkalmazta, de a
habor( miatt errél a vilag nem vehetett tudomast.

» Amasik, a First Draft..., a szamitdgépnek az els6 részletes leirasa. A dolgozatot egye-
dul Neumann irta meg és kozolte. Ez a tanulmény volt hosszu ideig a szamitdgépek
fejlesztésének az alapdokumentuma. Ma is minden megallapitasa helytallé.

 Végul a harmadik, az els6 modern (mai) architektdraja, egy cimd, parhuzamos m-
kddésl IAS (Neumann-) szamitogép, minden mai szamitogépnek a kdzvetlen nagy-
papéja.

Ha a szamitastechnikdban Neumann Janos mas eredményt nem ért volna el, csak ezt a

harmat, mar ezzel is az informatika Parnasszusan lenne a helye, errél szdl ez a kényv.

Kovacs Gy6z4
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Az els6 szamitdgep alkalmazasaval megjelend
numerikus problémak

Bevezetés

A numerikus médszerek problémai a szamitogép alkalmazasa soran

A probléma szemléltetése:
1 példa Szamitsuk ki a

5 4 3 " 1
(b 71%%
4 > +4 3
9 7
tortet el6szor kdzonseges tortekkel az utolsd osztésig, majd az osztassal kapott eredményt
4 tizedesjegyre kerekitve szorozzuk 10000-rel. Mésodszor a szamitast minden részered-
mény két tizedesjegyre kerekitésével végezzilk, és az utolsd osztds eredményét 4 tize-
desjegyre kerekitve szorozzuk 10000-rel. A két eredményt hasonlitsuk dssze.

.10 000

5,3 o1 141 31 55

[ 7 €10000' 9 T 6 o
5 3 S ] -
47 +4

3306 :0,12956419 10000 «1296,
(4,56-4,43)-9,17 10000 1,19 10000
4,56 +4,43 - 8,99 :
:0,132369299 2110000 ~ 1324.
A kétféle szamitasi eljaras kilonbsége: 1324 - 1296 = 28.

Az els6 eredmény minden jegye értékes jegy a kerekitési szabalyok figyelembevételével
(pontos megoldas), a masodik eredményt is a kerekitési szabalyok figyelembevételével ké-
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peztiik, mégis 28-cal nagyobb értéket kaptunk. Az egyes Iépések kerekitési hibai halmozo-
dasa okozta a masodik szadmitassal kapott eredmény eltérését a valadi értéktél. A kereki-
tési hibdk elsésorban a szorzés és osztas mlveletei révén keletkeznek. Ha olyan feladat
megoldéasardl van sz6, amelyben példaul az utébbi eredmény igen sokszor szerepel szorzés
és osztds miiveletében, elképzelhetd, hogy a kerekitési hibdk halmozddésa az eredményt
annyira megfertdzi, hogy egyetlen jegy sem fogadhato el értékes jegykent.

Felvetddik a kérdés, hogyan becsulhetjiik az eredmény hibakorlatjat a szorzas és osztas
miveletszéma alapjan?

A m(iszaki-gazdasagi feladatok néhany esetben olyan linearis egyenletrendszerre vezet-
nek, amelyben esetleg egyetlen egyttthatonak minddssze a kerekitési hibaval valo megval-
toztatasaval a kozelitd gyokok ugrasszerlien megvaltoznak. Az ilyen tulajdonsagu egyenlet-
rendszereket gyengén meghatarozott (kevésbé stabil, rosszul kondicionalt) rendszereknek
nevezzik (1 a 6. pontot).

Ajelenség, a kdzépiskolai ismeretekre alapozva, kétismeretlenes egyenletrendszer meg-
oldéasaval, illetve grafikus megoldasaval is jol szemléltethetd.

2. példa

Oldjuk meg a

2¢+2,00001y =0]
2r+2y =1 (1)

kétismeretlenes lineéris egyenletrendszert, és abrazoljuk a két egyenlet altal meghatéaro-
zott egyenest. Vizsgéljuk meg, hogy a kiszamitott gyokok mennyire valtoznak, ha figyelem-
be vessziik, hogy az els6 egyenlety egyiitthatdjat mérési sorozat eredményeként +2 « 10°“?
hibaval kaptuk.

Megoldas

Az els egyenletbdl vonjuk ki a masodik egyenletet, és szamitsuk kiy értékeét:

0,00001y--I, ésebb6l y=----------=-99 999,50.
0,00001
Azy értékét helyettesitsiik be a masodik egyenletbe, és szamitsuk ki azx értékét:
, |- (-99999,50)
2r-t2 (-99999,50) =1, s c=—"— -——-—-7=100000,00.

Tehét az egyenletrendszer két gyoke:
x=100000,00, és y=- 99999,50.

A gy6kok pontossagarol az egyenletrendszerbe vald behelyettesitéssel meggy6z6dhe-
tink, mindkét egyenletet azonosan kielégitik.

Most oldjuk meg az egyenletrendszert, ha az els6 egyenlety egyutthatéjat a hibakorlat-
tal megvaltoztatjuk: 2,00001 - 0,00002 = 1,99999 és 2,00001 -t 0,00002 = 2,00003. A

2x+1,9999Sy =0
2r+2y=1
egyenletrendszer megoldasa: x =-99 999,50, es  y=100000,00.

(2
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Megddbbenéssel tapasztaljuk, hogy az el6jelek ellentétesre valtoztak, a két gyok felcse-
rél6dott. Ne a szdmitdgepben keressiik a hibat, és mi sem kovettiink el hibat.
A hibakorlattal megnovelt egyutthatoval felirt

2c+2,00003y =0l
2c+2y =ij 3
egyenletrendszer gyokeit kiszamitvax =33 333,333 33,y =-33 332,833 34 értékeket kapjuk.
Aharom egyenletrendszer gyokeinek ,,ugrasszer(i” megvaltozasa egyetlen egyutthatdjanak
2 szézezreddel valé megvaltozasa miatt allt el6.
A jelenség az 1 &bra alapjan egyszer(ien
magyardzhat6. A kétismeretlenes lineéris
egyenletrendszer grafikus kozelité megol-
dasét az egyenleteknek megfelel§ egyene-
sek metszéspontja adja. Mivel az egyenlet-
rendszer egyenleteihez tartozé egyenesek
majdnem parhuzamosak, igy az egyenesek
kicsiny iranytangens-valtoztatas hatasara is
a metszéspontok nagy eltolédésahoz vezet-
hetnek, s6t, mint a szamitasok mutatjak, el-
lentétes iranyban is metszhetik egymast.

Apélda azt isjelzi, hogy kdzel meréleges
egyenesek esetén az irdnytangensek kis
megvaltoztatasa nem vezet a metszéspont,
illetve a gyokpar ugrasszer(i megvaltozasa-
hoz. Viszont az egyenletrendszer jobb olda-
l&nak kicsi megvaltozasa is el6idézheti a gyokok ugrasszer(i megvaltozéasat, melyre a kdvet-
kez6 fejezetekben mutatunk példat.

Akét példaval szemléltetett szamitasi problémak hatvanyozott mértékben jelentkeztek
a szamitogépek elsé alkalmazasakor, mivel a kiilonb6z6 tudomanyterileteken egy id6ben
megjelent feladatok tébb szaz ismeretlent tartalmaz6 nagymeéretd lineéris rendszerek meg-
oldasét kivantak meg, és a szamitogép mliveletsebessége lehet6vé is tette e feladatok meg-
oldasét.

A szamitdgépek megjelenése el6tt mechanikus szamologépek hasznélataval oldottak
meg a feladatokat. Nagyon nagy miveletszammal nem szdmolhattak, hiszen tobb ezer is-
meretlenes egyenletrendszer megoldasaba bele sem kezdhettek, pedig a gyakorlat megko-
vetelte mar ilyen feladat megoldasat is, mivel az elmélet a megoldasi modszereket el6alli-
totta. Avalosagos folyamatokat leird bonyolult egyenletek megoldasét gyakran visszavezet-
ték jol kozelit6 linearis egyenletrendszerre, mert annak megoldasara mar a négy alapmdi-
veletre tAmaszkodo6 sz&mos kidolgozott eljaréas felhasznélhat6 volt.

Az 1940-es években folyo mszaki, fizikai, hadtudoméanyi kutatasok olyan problémak
megoldasat kivantak meg, amelyekhez tébb ezerszer annyi miveletet kellett elvégezni, mint
amennyit korabban a valésagot jol kozelit6 modelleket leird egyenletek megoldasahoz.
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Amatematika alkalmazésa valaszt vart a kdvetkez6 kérdésekre:

Hany értékes jeggyel kell a kezd6értékeket, egyttthatokat megadni, ha a szamitasi fo-
lyamattal el6allitott végeredmény pontossagéat el6re megszabtuk?

Milyen feltételeknek kell eleget tennie egy egyenletrendszer egyitthatéibdl alkotott
matrixnak ahhoz, hogy az egyenletrendszer egyutthat6inak kicsi megvaltoztatasa a megol-
dasokban is csak kicsi megvaltozast okozzon?

Melyek azok a szamitasi eljarasok, amelyek a kerekitési hibak halmozodésara kevesbe
érzékenyek?

Neumann Janos zsenialitasa nemcsak a nagy miveletsebességli szamitogépek megszi-
letését, hanem annak felhasznalasa altal keletkezett matematikai problémak megoldasat
is el6segitette. Uj szemlélettel fogott hozza a numerikus modszerek alkalmazasanak vizs-
galatahoz, figyelemmel arra, hogy melyek azok az eljarasok, amelyek tébb millié miivelet
elvégzése utan is lehetéve teszik a végeredmény hibakorlatjanak becslését. Ez azt jelentet-
te, hogy a szamitasi eljarasokat pontossag és stabilitas szempontjabdl Ujra kellett értékel-
nie. A nagymeéret( linedaris rendszerek vizsgalatat a szamitdgépek fejlesztésével egy idében
felvazolta, eredményei és Otletei felhasznalasaval szamos matematikus a numerikus mad-
szerek, a numerikus analizis Ujabb eredményeit érte el.

Neumann és Goldstine ([1], [2], [3], [4]) munkaiban kdzzétett eredményeinek ismerteté-
séhez a matrixok, determinansok, matrixsajatértékek, egyenletrendszerek elméletének és
az ortogonalizalasi eljarasok alapjainak ismeretére van sziikseg. Ezt a kbvetkez0 fejezetek-
ben a kdzépiskolai matematikai ismeretekre alapozva réviden osszefoglaljuk.

1. Matrixok

A matrix értelmezése

Elemeknek egy téglalap alaku tablazatban, azon belll sorokban és oszlopokban elren-
dezett rendszerét matrixnak nevezzik [7].
A matrix altalanos alakja:

a2
"Zl LB

ard 1P

Az ayp M szamok (esetleg fliggvények) a matrix elemei. A kett6s indexelés az
elemek helyét mutatja. Az a,* elem az i-edik sor /c-adik eleme. A fenti méatrixnak m sora és
n oszlopa van, ezért szokas azt mondani, hogy mxn tipusu.

A métrix jel6lése altaldaban A, B, C sth. mddon (tehat félkdvér nagybetlikkel) torténik.
De més jel6lések is hasznélatosak.
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A fenti matrix jel6lése lehet pl.:
vagy (An) vagy vagy vagy @

Két matrix egyenld, ha mindkettd ugyanolyan tipust (méret(), és a megfelel§ helyeken
allo elemeik egyenl6k, azaz

= ha % = @i=12,...m; c=1,2,.

Ha az A métrix sorait felcseréljik az oszlopaival, a méatrix transzponaltjat kapjuk. Jelo-
lése: A* vagy A*vagy A vagy A'. Példaul:

3 -5 2 3 6 1
A=6 7 4, A=-5 75
1 5 8 2 4 8

Ha a métrixnak ugyanannyi sora van, mint ahany oszlopa, akkor azt négyzetes (kvadra-
tikus) matrixnak nevezzik. Az n sorbdl és n oszlopbol all6 kvadratikus matrixrol azt
mondjuk, hogy n-edrendqi.

Ha az A kvadratikus métrix megegyezik a transzponaltjaval, azaz ha

A=A"

akkor az Aszimmetrikus. Szimmetrikus matrix elemei a f6atléra nézve szimmetrikus elren-
dezésliek, azaz: . A féatlot az dGjj, 2> elemek alkotjak.

Ha a D kvadratikus matrix féatlojan kivil valamennyi eleme nulla, akkor D &tlés (dia-
gonalis) matrix. Példaul:

30
D=0 5
00

Ha egy diagonalis matrix f6atlojaban all6 valamennyi elem 1, akkor egységmatrixnak
nevezzik. Jele: E. Az n-edrend(i egységmatrixot E,,-nel is jeloljik.

0
Példaul egy harmadrend(i egységmétrix: Ej 1
0

A csupa nulla elembdl all6 matrixot zérusmatrixnak (nullamétrixnak) nevezzik, és 0-
val jeldljuk.

A matrixok korében Kitlintetett szerepiik van az egyetlen oszlopbdl vagy egyetlen sorbol
allo métrixoknak. Ezeket oszlopmétrixoknak, illetve sormétrixoknak nevezzik, és leg-
tobbszor félkover kisbetlikkel jeldljik. Szokas oszlopvektornak, alletve sorvektornak is ne-
vezni az ilyen matrixot. Egy ilyen oszlopvektor pl.:
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Ennek transzponaltja egy sorvektor:
a'=[a’raz,...,a,,]-
Vektorok skalaris szorzatanak megfeleléen értelmezziik egy sormétrixnak (sorvektor-
nak) egy oszlopmaétrixszal (oszlopvektorral) val6 szorzatét;
b.
[f], (B e ] i +at2 +... +a,.b,,.

Az eredmény egy Ix1 tipust matrix, amit szamnak tekintiink.
Példa Szamitsuk ki aza=[5,-1,0,9,7] és b=[3,2,10, - 4,6]*vektorok skalaris
szorzatat!

3
2
ib=[5, -1, 0, 9, 7] 10 =53-1-2-7010 +9(-4)-(-7'6 =109.
-4
6
Mivel a matrix sorokbdl és oszlopokbdl all, ezért az =[a,matrix felirhatd

A=[ai a, .. a,

alakban is, ahol aj a2 ..., a,, oszlopvektorok, a ,a ,..., a@Mpedig sorvektorok, és
uli.
o i [NI>N2’ 4o’ Ain]e
“mk

A gyakorlatban el6fordulé méatrixok nagy mérettiek is lehetnek. Ilyenkor célszer( blok-
kokra bontani (particionalni).
Példa Az alabbi 4x5 tipust matrix egyik lehetséges particionalésa:

3 -6 2i0 7]
0 0 514 1 Aji A2

A~ 5 10 4i5 3 A1 A2
7 1 1i9 -2
3.6 2 07
ahol A 0 0 5 Aj2- 41 sth.
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Mveletek matrixokkal

a) Osszeadas
Két matrix csak akkor adhat6 dssze, ha azonos tipustak (méretliek). Matrixok 0sszegét

gy képezziik, hogy az azonos helyen allé (azonos indexd) elemeiket 6sszeadjuk.
Legyen A=[%], B= egy-egy mxn tipusi matrix. Osszegik (A+B) olyan
C=[ ] szintén mxn tipust matrix, amelyre
% =% + i=1,2,....m; k=I,2,...,n.
Az értelmezés alapjan lathatd, hogy az 6sszeadds kommutativ és asszociativ, azaz
A+B=B+A,
A+B+C)=(A+B)+C.

Példa
2 -3 + -1 4
5 11 2 13

Az Aés B matrix kiilonbségét A- B=A+(-1)B modon értelmezziik, ami azt jelenti, hogy
kivonasnal a méatrixok azonos helyen &ll6 elemeinek kilonbségét kepezzilk.
Példa

2 -4 5 -5 6 9 7 -10 -4
1 3 7- 7 2 3- -6 1 4
2 4 6 4 51 -2 -1 5

Belathato tovabba, hogy
(A+B)=A'+B".

b) Matrix szorzasa szammal
Maétrixot egy szdmmal ugy szorzunk, hogy a métrix mindegyik elemét szorozzuk a szam-

mal.

2 47 10 20 3%
Legyen A=[a;. ]. EkKkorAA=[A" Példaul 5 1 3 5= 5 15 25
6 8 9 30 40 45

c) Matrixok szorzasa
Az A métrixnak a B métrixszal val6 AB szorzata csak akkor értelmezhet6, ha A-nak (a

bal oldali tényez&nek) ugyanannyi oszlopa van, mint ahany sora van B-nek (a jobb oldali
tényez6nek). Ebb6l kdvetkezik, hogy az és BN matrixok AB szorzata értelmezhet6.
Az A=l és B=[b;j,] matrixok ilyen sorrendben vett szorzata az a C=[c,] matrix,

amelyre

Nik~ Nippk k-1,2,...,n,
azaz  elem az A matrix i-edik sorvektordnak és a B matrix k-adik oszlopvektoranak
skalaris szorzata: @ *b..
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A C szorzatmatrix mx-n tipus(.
Példa

4 2 -1 2 3 42+Re(-3)+(- D11l 413h210+(- 1) <5 1 7
3 -7 1 -3 0=32H-71(-3)+M 33H-7)«0 15 = 28 14
2 4-3 1 5 2e2+4¢(-3)+(-3)e1 23+410 (-3)5 -11 -9
Az értelmezés alapjan nyilvanvalo, hogy a szorzés nem kommutativ, azaz

AB”BA,

viszont asszociativ, és érvényes a disztributiv torvény:
(AB)C=A(BQ
(A+B)C=AC+BC és A(B+C)=AB+AC.
A szorzés asszociativitasa folytan értelmezhetd a kvadratikus métrix pozitiv egész Kite-
v6jl hatvéanya:

A'=AA. A,

ahol a jobb oldalon n darab tényezd all. A zéruskitev6j(i hatvanyt egységmatrixként értel-
mezzik:

A“=E.

Igazolhato, hogy (AB) =B'A".

Ennek ismeretében belathatd, hogy a négyzetes A métrbc AA' szorzata szimmetrikus
matrix:

(AA) =(A)A'=AA.

Itt felhasznaltuk azt, hogy az A transzponaltjanak transzponaltja A-val egyenl6, azaz

(A) =A.

Ha A négyzetes matrix, és E, Ul. O vele azonos rend(i egysegmatrix, illetve zérusmatrix,
akkor

AE=EA= A,

A0=0A =0.

2. Determinansok

A determinansok értelmezése, kiszamitasanak mdveletszama

Az j, U2, QU "2 elemekbG] képzett masodrend(i determinanson az Gijia22-(ii2 2L

kilonbseget ertjuk, és ezt igy jeloljuk:
ajj  ae
011022 012201
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Az Ni2e2:1 kilBnbséget a determinans értékének is mondjuk.
A harmadrend(i determinans jel6lése és értelmezése:

1 UIZ @ 122 w21
Q& W’ o~3=u - ap + Cly
d & B 2 A

Aza |pry ...,aBelemek kettds indexelése olyan, hogy  a determinans i-edik soranak
fc-adik eleme (ugyanakkor a A-adik oszlop i-edik eleme). Az &\, k., CBelemek a determi-
nans foatldjat, az U3, a2>"*3 elemek pedig a mellékatldjat alkotjak

Lathato, hogy a harmadrend(i determinanst masodrendd determinansok segitségével ér-
telmeztlik. A jobb oldali kifejezés értéke kiszamithatd, és ez lesz a determinans értéke.

Ajobb oldali kifejezés a determinans (egyik) kifejtése, az ott szereplé mésodrendd de-
terminansok rendre az Ujj, U2 U3 elemekhez tartozé aldeterminansok. Az elemhez tar-
tozé aldeterminanst Ugy kapjuk, hogy a determindnsbol toréljik az i-edik sort és a k-adik
oszlopot (az  elem sorat és oszlopat). igy keletkezik egy mésodrenddi (al-)determinans.

Ajobb oldali kifejezésrél szokas azt mondani, hogy az a harmadrend(i determinansnak
az elsO sora szerinti kifejtése. Az eddigiek alapjan igazolhatd, hogy akéarmelyik sor vagy
oszlop szerint fejtjik ki a determinénst, annak értéke mindig ugyanaz lesz. Ezt réviden Ugy
mondjuk, hogy a determinans akarmelyik sora vagy oszlopa szerint kifejthet6. A kifejtés
elGjelszabélya: az  elemhez tartoz6  aldeterminanst meg kell szorozni (-I)"*"-val. Az
aldeterminansokhoz tartozo -i-l, -1 tényez6k valtakozasat szokés az ,.el6jelek sakktabla-
szabalyanak” nevezni:

igy példaul az el6bbi D determinans méasodik oszlop szerinti kifejtése:

D—"M2MR2 "RNR "RMNR*

A sakktablaszabalynak megfelel§ el6jellel ellatott aldeterminanst eljeles aldeter-
minansnak nevezzilk. igy az  elemhez tartozo, 4/"“val jel6lt el6jeles aldeterminans:

Példa
U 3 3
A A "B B
Ennek megfelelGen az el6bbi kifejtés igy is felirhatd (2. oszlop szerinti kifejtés):

D — n12 An12 n22 AR22 N32 #HNR «

A harmadrendd determinanshoz hasonléan értelmezzik az n-edrend(i determinanst.
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Ennek n sora és n oszlopa van:

4 fi2
o @

il a2
Ez a determinans szintén kifejtéssel, (n-1)-edrend(i aldeterminansok segitségével irha-
t6 fel. Példaul a D determinans els6 sor szerinti kifejtése:
D-aiiZ)i[ U2 “9*BM3 ™M4N4 -n™\n >
ahol az elemhez tartozd aldeterminéns, amit ugy kapunk, hogy a D determinanshol
kitoroljlk az i-edik sort és a k-adik oszlopot. Ugyanez a kifejtés:
2 =Ulylji4 R M2 e M« >

ahoMN. az  elemhez tartozo el6jeles aldeterminéns. A determinans szamértékének ilyen
mabdon valé meghatarozasat a determinans Laplace-féle kifejtésének nevezzilk.

Innen lathat6, hogy a determinéans értékének kiszdmitasa igen sok szorzasi és dsszeada-
si mlvelettel jar, hiszen az (n-1)-edrend( aldeterminansok kiszamitasa Ujabb, most mar
(n-2)-edrend(i aldeterminansok kiszamitasat teszi szilkségessé.

Példa

Az alébbi determinénst az els sor szerint fejtjik ki:
2 -3

G= -3 4 -2:92 RN
5 0

A determinanst szokas ugy is értelmezni, hogy az nem mas, mint egy négyzetes matrix-
hoz rendelt szam.
Egy n-edrend(  &ltal&nos elem( matrix determinansanak szamértéke:

I o .. i
det A- A -2 =2 (-If
PR

formuléval kiszamithat6, ahol , 2 k, az 1, 2, ..., n oszlopindexek valamely per-
mutécidja, K pedig e permutécioban lev inverzidk szama. Az dsszegezést az 1, 2,..., n ele-
mek valamennyi permutéciojéra ki kell terjeszteni [7]. A determinansnak ez az értelmezé-
se gyakorlatilag nem alkalmas a tényleges szamitésra.

Az n-edrend( determinéns értékének meghatérozasahoz a Laplace-féle kifejtést hasznélva
n 1(n-1) szorzést és « !-1 dsszevonast kell végezni, amely 6sszesen n\n -1 mliveletet jelent,
igy pl. egy 10-edrend(i determinéns értékének kiszdmitasadhoz 10! -9=32 659 200 szorzast és
10! -1 =3628 799 sszevonast kellene végezni, vagyis 10! «10-1 =36287 999 miveletet.

A gyakorlati szamitasok kovetelményeit kielégitd mddszerek kdzil miveletszdm szem-
pontjabodl rovid ismertetését adjuk a Gauss-iéle eliminécios eljarasnak és a determinénsok
szorzastételére alapozott eljarasnak. Az eljarasok Iépéseihez felhasznaljuk a determinansok
alaptulajdonsagait [7].

nk,,
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AGauss-féle eljarast az

0 A2 Nn
A 2 .
'd a2 * m

n-edrendd determinansra a kovetkezd Iépésekkel alkalmazzuk; Tegyik fel, hogy a determi-
nans bal felsd sarok eleme zérustol kiilonboz6, azaz ~ » 0. (Ha 6n ~O»akkor sor- vagy 0sz-
lopcserével zérustdl kilonbdz6 elemet viszink a helyére.) Emeljik ki az dijj elemet az elsé
sorbdl, és minden tovabbi sorbdl vonjuk ki az elsé sornak az egyes sorok elsé elemével
szorzott alakjat, ekkor az eredeti «-edrendl determinans értékének meghatarozasat az tu
elem és egy (n-1)-edrend( determinéns szorzatéra vezettlk vissza, mert az els6é oszlopban
az els6 elem 1kivételével minden elem 0.

1 br2 1 hn 1 Dbj2 1K 22,1 ~23,1 o @21

A N N .
A-ann 2 (2 v N2 Oij 0 0221 1 2n, 1 Cii 32,1 33,1 «3,, 1
Al An2 Ann 0 6,21 o Oy 2,1 M3l o ~nn, 1

7_

Feltéve, hogy (2 i/ O» megismételjik az el6z6 eljarast erre az («-1)-edrend( determi-
nénsra. Az eljarast folytatva, a determinans értékét

V=D r 1eer’'mn- 1 H, k-1
k=
alakban nyerjik.
Az eljaras folyaman végzett szorzasok szama:

: 7 (n-NHn(2n-I) 1
\+ +..+{n-\Y +n-\ = g Vn-l-E(Zn’\-Sn"Hn)-l;
0sszevonasok szdma:
s ey =ARREND g g ),
, ) i (n-iH)n 1
osztasok szama: I-t-2 +...-i-(n-1) =----r--—-=-{n -n).

e 7 1 L H
az 0sszes miveletszam: s (@n - 3n +5n)- 1.

A determinéns értékének kiszamitasat (az egyes Iépések végrehajtasakor) a legnagyobb
abszoldt értékd elem, az un. féelem kiemelésével is elvégezhetjik. Ha a féelem a determi-
néns i-edik sora)-edik oszlopaban van, akkor (-1)"" tényezével kell szoroznunk a kiemelt
elemet. A Gauii-féle eljaras a féelem kiemelésével a determinéns értékét pontosabban ad-
ja, mert a hanyadosok relativ és abszollt hibai csokkennek.

A szorzastételre alapozott eljaras a matrix két olyan C és B matrix szorzatara valo fel-
bontasan alapszik, amelyek koziil az egyik alséharomszég-matrix, a masik pedig olyan fel-
s6haromszog-matrix, melynek féatlojaban csupa 1-es all. Ekkor
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det A=det Cidet B=det C, azaz
0|| (]2 1 Nn Ol 0 .. 0 1 h|2 N3 e
Az @ 1 o @2 .0 0 1 3.k
M YWY o "M Gl « ¢« m 0 0 0 1 1
AC ésB determinans elemeit a kdvetkez6 formulakkal szamithatjuk ki:

cr= oli }>1
-1 .
« k2=1 i< =l
1 i1 '
o «.r it2:1% i i, (ij=1,2,.,.,n), és

A =det A=.;1n. ¥m- leﬁi-

A szorzéasok szama:

((n-1) +2(n-2)+ ... +(«-2)- 2+ («-1)) +
+((n- 2)+2(n- 3 +...+(n- Y12) +(n- 2) +(1t-1) =

=n-1+  k(n-K+ (k-l)(n-ky=n-1+n " k-  Kk\+
=1 k=2 k

k =\ k=\
+n2V -1)-V kK*+nsV -1)-V +V N =M2«N-3n2 +7n)-l.
k=2 k=2 k=2 k=2 k=2 o]
Az sszevonasok széma (n-1)-gyel kevesebb a szorzasok szdméanal:
—(@2M- 3 +n);
az osztasok szdma:

142+, +(n- 2 +(n-1) =50~ ! n—::;Il:{nA_n)-.

az Gsszes mveletszdm: 6—(4n’\- 3 +5n) - 1.

A Gauii-féle és a szorzastételre alapozott eljaras miiveletszdma egyenld.
Egy 10-edrend(i determinéns értékének kiszdmitasa a két utobbi eljarés szerint:

6i(4-10"- 3110M+5110) -1 =624 mlvelettel végezheto el.

A kerekitési hibak halmozodasat a 624 miivelet a Laplace-ié\e eljaras 36 287 999 miive-
letszdmahoz képest ,.érzékelhet6en” kevéshé befolyasolja.
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3. A négyzetes matrix inverze

Maétrixok korében az osztas altalaban nem végezhet6 el. Bizonyos négyzetes matrixok-
nak azonban van inverze (reciproka). llyen esetben a négyzetes A matrixszal val6 osztast
Ugy értelmezzlik, mint A inverzével val6 szorzést. A skalar aritmetikédban ennek az felel

. ) e 1 .
meg, hogy aza 0 szammal vald osztés ekvivalens az a reciprok értékével EvaI valo szor-
zéssal.
A négyzetes A matrix inverzén olyan A™-gyel jelolt matrixot értiink, amely kielégiti az
AAN=E é AM=E

egyenletet.
Igazolhatd, hogy az A“inverz métrix akkor és csak akkor létezik, ha az A matrix deter-
minansa nem nulla, azaz ha

det AMO.

Ha det A 0, akkor azt mondjuk, hogy az A métrix regularis. Ellenkezg esetben szingu-
laris. Inverze tehat csak reguléris matrixnak van.

~12

Az A= 2
“ni xR
négyzetes matrix adjungéltja (jel6lése: adj A) az
*21
adj Az o2
A *h

matrix, ahoM,” az A métrix a,* eleméhez tartozo el&jeles aldeterminans. Az adj A kiszami-
tasat célszerd a transzponalt matrix képzése utan végezni.

Az Amétrix determinansanak és adjungéltjanak ismeretében az inverz matrix kiszamit-
hato:

1
N = i
A det A adj A,
amely részletesebben felirva

Al Al Al
¢ 1 Ai2 *NDD *An2

A et A

*Aln *"2n nn
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Innen az is kovetkezik, hogy
Aradj A= (det A)E,

ahol E az A-val azonos rendl egysegmatrix.
Példa

. 2
Szamitsuk ki: A= -1 matrix inverzét.
3

= O
N O1

Megoldas A métrix reguléris, mert determinansa, det A=-85 0. Az adjungalt métrix
elemei:

4 5 0 7 0 7
Ai=q 5 =3 g o 1 8L- 4 5 =28,
Koo §-n "2 3 ;=17, "3 -1 12 ; 17,
-1 4 2 0 _ 2 0
3 1—'13, A23- 3 1 —'2, %' _1 4 —8.
Tehat az inverz matrix:
3 7 -28
A-‘= 17 -17 -17
85 43 2 8
hogy AA“ = A"A

A matrix sajatértékei

Legyen Aegy n-edrend(i métrix, E egy A-val azonos rend( egységmatrix, k pedig egy va-
16s vagy komplex szdm. A KE - A matrixot az u-edrend(i A matrix karakterisztikus matri-
xanak nevezzilk. A k-ra «-edfoku

p (K) =det (KE- A) =k 7+ k"~ +CK" +

polinomot az A métrix karakterisztikus polinomjanak, ap{k) - 0 egyenletet az A métrix ka-
rakterisztikus egyenletének, a karakterisztikus egyenlet gyokeit pedig az A métrix sajatér-
tékeinek mondjuk.

\% 2,0(%001

Példa Az A= méasodrendi (2 x 2) matrix karakterisztikus egyenlete:

_ k-2 -2,00001
det (ke—A)=det =, k-2 =0
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melynek kifejtett determinansat A-arendezve - Ak - 0,00002 = 0 egyenletet kapjuk.
Ennek a mésodfoku egyenletnek a gyokei:

ki =4,000005000, k*=- 0,4999993750 110"

az Amatrix sajatértékei. Latni fogjuk a 6. pontban, hogy a matrk abszolut értékben legna-
gyobb és legkisebb sajatértékének hanyadosa a matrix jellemzésére ad lehet6séget. A pél-
daban szerepld matrix nagyobb és kisebb sajatértékeib6l képzett

N 4,000005000

) =800 002,0000025
ki -0,4999993750 10"

hanyados nagysaga gyengén meghatarozott egyenletrendszerre utal. A matrixelmélet sza-
mos alkalmazasi teriiletén, igy a matrixsorozatok konvergenciafeltételei kdzott is fontos
szerepet tolt be a métrix sajatertékének nagysaga.

Az inverz matrix 6roklott hibaja

Becstiljik meg az inverz métrix 6roklott hibajat, vagyis az eredeti adatok hibakorlatja-
nak ismeretében a kiszamitott inverz matrix elemeinek hibakorlatjat.

Tegyik fel, hogy az AY = E n-edrend(i métrixegyenlet A matrixanak  elemei egy
n-edrendd B métrix elemeit hibaval kozelitik. A bevezetés 2. példajaban a

2%-t2,00001y =0|
x+2y =I\

2 2,00001
2 2
egyetlen elemét -0,000 01-del megvaltoztatva, nullaval lesz egyenl6, azaz a métrix szingu-
larissa valik. igy a det A/ 0 ellenére eléfordulhat, hogy a det B =0, vagyis a pontos ele-
mekkel felirt métrix szingularis, nem létezik az inverze. Az

-100000,00 100000,50
100000,00 - 100000,00

kétismeretlenes egyenletrendszer Aj = matrixanak det A, determinéansa.

Aj' =

inverz matrix elemei az Aj matrix elemeihez képest nagyok, ez is az egyenletrendszer gyen-
gén meghatérozottsagara utal. Ez akkor is gyanat ébreszt, ha a matrix inverzével szorozva
tiszta egységmatrixot ad:

1,0000 O

AITALE 91,0000

Apontos B matrix inverzének létezésére feltételt, a pontos és kdzelité matrix inverzei-
ben elGallo elemek eltérésére pedig becslést adhatunk.
Az A matrix legyen invertalhato, és inverzét jel6lje Y, azaz A’ =Y .
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A
h2 .
B= bii ool
Kx A2 1
matrix és az A matrix elemeinek kilénbsége legyen (,k=1i,2, ... n).
Al Ilegnagyobb értékét jeldlje e, azaz e =maxi I, az Y matrk abszolut értékben

i, k
legnagyobb elemét jel6ljey, azazy - maxi |.
ik

A B métrix inverze létezik, ha teljestl az
nye<\

feltétel. Legyen B™ = Z. A pontos és a kdzelitd matrix inverzének eltérését az
n/\ N

y .
ikzik e (k=12

egyenlétlenséggel becsiilhetjik. I

Most vizsgaljuk meg, hogy egy fizikai folyamatot leiré egyenletrendszer pontos és koze- i
it6 métrixabdl milyen kovetkeztetéseket vonhatunk le. Legyen a pontos métrix: |

-0,610959808 0,3360372819  14929,46643
B:  0,4073065399 0,2240279363  9952,840539 det B=0,099 999593 44,
-0,06788442336  -0,1120093432 -4976,625767

és a jobb oldali szabad vektor:
b =[1,004325 65; 1,04326851; 2,00563498]'
A kozelité matrix és a szabad vektor:

-0,6110 0,3360 14929,4664
A= 04073 0,2240 9952,8405 det A=0,05000806668 és
-0,0679 -0,1120 - 4976,6258

a = [1,0043; 1,0433; 2,0056]'.

A két matrix killbnbsége:

0,000040192 0,0000372819 0,00003
B-A = 0,65399 10* 0,0000279363 0,000039
-0,442 336 10 -0,93432 10“* 0,000033

Képezziik az inverz métrixokat:

-0,9207114583 0,9204914938 -0,9211713841
i-i- 27023,25774 81069,53162 243199,9079
-0,6081514847 -1,824499247 - 5,473452948
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a B matrix stabil inverze létezik, ha y€ <1. Mivel
e=max ~0* =max =0,000040192, y - max =243199,907 9, igy

1,k i, k ik

nye - 3*+243199,9079 «0,000040192 =87,97,

ez viszont 1-nél nagyobb, tehat stabil B*“*métrix nem varhatd.

-0,9206837431 0,9206737431 -0,9207237433
B 13513,74875 40540,13025 121617,0430
-0,3041425440 -0,9124527490 -2,737433604

Ilyen esetben célszer(i a B "B, valamint az A *«A szorzatokat is kiszdmitani:
1,00000 0,22380-10“" 0,099419

B' B=03-10"*  1,00001 0,2 =E,
0 -0,1 10® 1,00000
1,00000 0,22396 10“5 0,099515

A-i-A=0 1,00000 0
0 0 1,00000

Mindkét esetben a tiszta egységmatrix helyett a f6atld 1 érték( elemein kivil, a f6atld
felett és alatt vannak zérust jol kozelit és zérustdl 1ényegesen kilonbdzd elemek (szeme-
tes az egységmatrix). Mar a szemetes egységmatrixokbol is kdvetkeztethetiink arra, hogy
az A és B instabil métrixok.

Az A™ és B inverz métrixok elemeinek killonbségére érvényes a kovetkezd egyenl6t-
lenség:

rp-y’e 3'1243199,907 9 «0,000 040192

- =245 996,2021.
\yik-"ue\t - niye 1- 31243199,907 9 «0,000 040192

A becslés elég durva, a legnagyobb eltérés az inverz matrixok két azonos indexd ele-
mére:

~23- 723=243199,9079- 121617,043 0=121582,864 9 < 245996,2021.

A B matrixu egyenletrendszer megoldasvektora:
B b=[-1,810792121, 299785,8414, -6,747683970]".
Az Amatrix( egyenletrendszer megoldasvektora:

A" b=[-1,811907896, 599487,6828, -13,49197344]'.
Es a kerekitéssel elallitott a vektorral:

A-*a =[-1,811823070, 599481,0354, -13,49182383]'"

Ajobb oldali vektor kerekitett és nem kerekitett értékeivel szamolva a megoldéasvektor
koordinatainak 6todik-hatodik jegyeiben van eltérés.
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4. Linearis egyenletrendszerek

A linearis egyenletrendszer fogalma és megoldhatésaga

a) Ertelmezés. Lineéris egyenletrendszeren olyan - ugyanazon ismeretleneket tartal-
mazé - egyenletrendszert értlink, amely véges sok els6fokl egyenletbél all.
A lineéaris egyenletrendszer altalanos alakja:

AN+ D2 +... +a\ X, =b"
A2IXN+aZ22R +... +a2, X\ =2

ahol m az egyenletek szama, n az ismeretlenek szama, X,  m.,x,,az ismeretlenek, b,, bj,
..., b,, az egyenletrendszer allandéi (a jobb oldal), a®, &%, m, az egyenletrendszer
egyUtthatdi.
A lineéris egyenletrendszer homogén, ha a 2,,b., m,b” allandék mindegyike zérus. Ha
ezek kozul akar csak egy is kulonbozik zeérustol, akkor az egyenletrendszer inhomogén.
Az (1) egyenletrendszer megoldasa minden olyan

(ai,«2,000«,)

szdm-n-es, azaz n-dimenzids vektor, amely az
-a®, X2-0-2-, i X~ 10C,,

helyettesités utan az (1) egyenletrendszer mindegyik egyenletét kielégiti.
Az egydtthatokbol allé métrixot jeldlje A azaz legyen

'n a2
A= 2 2 .
M M2 o ‘M

Ez az egyenletrendszer méatrixa. Kiegészitve ezt a jobb oldalon szerepl6 allandokbdl al-
16 oszloppal, az egyenletrendszer bévitett matrixahoz jutunk. Jel6lje ezt C. Tehat

Lth a2 4

,r

C:Lﬂ@ e M hi

M @2 m K

Az ismeretleneket és a jobb oldali &llanddkat foglaljuk egy-egy oszlopvektorba. Legye-
nek ezek Xés b;

bi
X= b= b
n bm
Ekkor az (1) egyenletrendszer felirhatd Ax = b un. métrix alakban.
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b) Megoldhat6sag. A lineéris egyenletrendszernek
- lehet egyetlen megoldasa,
- lehet végtelen sok megoldasa,
- lehet, hogy nincs megoldasa,
fliggetlendl attol, hogy mennyi az egyenletek szdma és mennyi az ismeretlenek szdma.

Tétel. A lineéris egyenletrendszer akkor és csak akkor oldhaté meg egyértelmden, ha
matrixanak és bévitett matrbianak linearisan fliggetlen oszlopvektorszama azonos, és meg-
egyezik az ismeretlenek szamaval.

A matrixhoz jellemz6 szamként hozzarendeljik a linearisan fiiggetlen oszlopvektorai-
nak, illetve sorvektorainak szamat, s ezt a matrix rangjanak mondjuk. E fogalmat felhasz-
nalva azt is mondhatjuk, hogy a linearis egyenletrendszer akkor és csak akkor oldhatd meg
egyértelmiien, ha matrixanak és bévitett matrixanak rangja megegyezik az ismeretlenek
szaméval.

Megoldasi modszerek

a) Inverzmétrix alkalmazésa. Tekintsik az el6z6 pontban szerepld (1) egyenletrend-
szert, amelynek métrixos alakja:

Ax=Db.
Legyen ebben az egyenletrendszerben az egyenletek szama és az ismeretlenek szdma

egyenl6, azaz m =n. Ekkor az A egyutthatomatrix négyzetes, «-edrendl. Tételezziik fel,
hogy A reguléris, vagyis az egyenletrendszer determindnsa:

det A O.

Ekkor az A matrix rangja n. De ugyanennyi a bdvitett matrbc rangja is, hiszen ebbdl a
matrixbol is csak legfeljebb n lineéarisan fuggetlen oszlopvektor vélaszthatd ki. Mivel az is-
meretlenek szama is n, ezért az el6bbi tétel szerint az egyenletrendszernek egyértelma (te-
hat egyetlen) megoldasa van.

Mivel det A” 0, létezik az A" inverz matrix. Az Ax=b egyenlet mindkét oldalat balrdl
szorozva A“-gyel, az egyenlet megoldasat:

X=A“‘b (1)
alakban kapjuk, mivel
A"AX=A"N, Ex=A“‘b

melybdl (1) kovetkezik. Ha ajobb oldali vektor koordinatait c,-vel jelljuk, akkor a két vek-
tor (bal oldali és jobb oldali) egyenléségébdl a megfeleld komponensek egyenlésége kovet-
kezik, azaz X =c,, vagyis

X=C,X=Q,..., =c,,.

b) Cramer-szabaly. Az (1) egyenl&ség mindkét oldalanak részletes felirasa alapjan, iga-
zolhat6, hogy az ismeretlenek elGallithatok a kovetkezd formulakkal:
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ol D, _
detA’ detA””” ™ detA

ahol a D, modositott determinans az A matrix determinansabol Ugy szarmaztathatd, hogy
annak i-edik (i=1,2, ...,n) oszlopa helyére a jobb oldali b oszlopot irjuk, azaz

(det A7°0),

Gii SV Ali+1
U22 % -1 U2 ngi+n
A
~n\ ~n2 . -1 +1 ~nn

ej A Gauss-féle mddszer. A Cramer-szabaly elvileg nagyon egyszer(i médszer, alkalma-
zé&sa azonban nehézkes. Ugyanis ha az egyenletek (és az ismeretlenek) szama nagy, akkor
gyakorlatilag nem alkalmazhat6, mert a determinansok kiszamitasa hosszadalmas, a m-
veletszdm n !-sél aranyos. Ezért tébb modszert is kidolgoztak, amelyek a gyakorlat szamé-
ra elénydsebbek a Cramcr-szabalynél. Egyik ilyen a Gauss-féle mddszer.

Magéat a modszert nem részletezziik. A Iényege Ugy foglalhat6 6ssze, hogy az egyenlet-
val, majd két vagy tobb egyenlet 6sszeadasaval (kivonasaval) valosithatdé meg. Ela ezeket az
atalakitasokat alkalmas maédon végezzik el, akkor elérhet6, hogy bizonyos szama Iépés
utan az egyenletrendszer matrixa és egyuttal az egyenletrendszer is olyan speciélis szerke-
zet( lesz, amelybdl az ismeretlenek igen egyszer(ien szamithatdk ki. Ilyen métrix példaul a
haromszogmatrix (amelynek minden olyan eleme zérus, amely a f6atlo alatt van). llyen
matrix az atlés matrix is, de mas, speciélis matrixok is keletkezhetnek. El6nye a modszer-
nek, hogy sem az egyenletek, sem az ismeretlenek szamara semmilyen megkotést nem kell
tenni.

Az

N1y MR * . +alh, X, =D,

I AR *

I+a111)<11 =b1,

egyenletrendszert (det A*O) soronként végzett miiveletekkel ugy alakitjuk &t, hogy vele
ekvivalens:

+QRR+@8 4+ =d]
XO£/BYH... 412, X0 —

An-In~n An-1
%, =d,
egyenletrendszerhez jussunk. Ebb6l az x* értékeit az utolsé egyenlettdl az elsd felé halad-
va behelyettesitésekkel kiszamithatjuk:

X, =d,,

Xi  =dr-Ccr2n2- ~
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d) Iteracios e™aras és hibabecslés. Az egyenletrendszerek megoldasanak el6zd harom
megoldasi modszerét pontos mddszereknek szokés nevezni. A Neumann és munkatarsai
altal végzett vizsgalatok azt mutattak, hogy a numerikus kozelit6 modszerek:

1 a sz&mitogépre irt programok szempontjabdl kedvez6bbek,

2. a kerekitési hibak halmozodasara kevéshé érzékenyek,

3. az el6irt pontossagu gyokok eléallitasahoz sziikséges lépésszam jol becsiilhetd,

4. az iterdciosorozat konvergenciafeltételei altalaban kénnyen teljesithetdk,

5. az elGirt pontossag elérése az egymasutan kiszamitott kozelitd értékek kilonbsége

alapjan meghatérozhato.

A numerikus kozelité mddszerek szemléltetéséhez roviden ismertetjik az egyszer( ite-
racios modszert linearis egyenletrendszerekre alkalmazva. Az eljarasban szerepl6 becsl6
formulékhoz az aldbbi matrix-, illetve vektornormak barmelyikét hasznalhatjuk:

LAl max? laj; 2 |A[[max™ lal; 3.)A | .

1. M=maxIX[; 2. :'2=i P/ 3. 2 (=kI)-

Yy
Neégyzetes matrixokra a 3. norma | A | =Jsp{\' A) alakban is irhat6, mely a transzpo-
nalttal szorzott méatrix nyomanak (a f6atl6 elemdsszegének) a gyoke, valamint hasznalatos a

1Al =n max ay
i
képlettel definialt norma is.
Legyen az egyenletrendszer matrix alakban
AX=q. @)
Tegylk fel, hogy az A féatlojaban 1évo elemek zérustdl killonbdznek. Az elsd egyenletet

osszuk el (in-gysl; 3 méasodik egyenletet a22-vel és igy tovabb, az utolsot pedig a,,,,-nel. Ha az
igy elGallt egyenletrendszerbdl kifejezzilk az 1 egytthatdju ismeretleneket, akkor

X=c +Bx )
alaku egyenletrendszert kapunk, amely az (1) rendszer iteracios alakja. Az (1) egyenlet-
rendszer megoldasvektorat a fokozatos kozelités modszerével a (2) egyenletrendszer fel-

hasznalasaval a kovetkez6 lépésekkel allitjuk el6:
A nulladik kozelit6 vektor, ¥*” legyen c, azaz a (2) szabad vektora:

X<’ =,
az els6 kozelitést a 0. kozelitd vektor (2) egyenlet jobb oldalaba vald behelyettesitéssel ké-
pezzik:

X>=c -t BX®,

a masodik kozelitést az 1 kozelit6 vektor (2) egyenlet jobb oldaldba valé behelyettesités-
sel képezzilk:

XW=c+Bx<>
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igy tovabb, a (A:+l)-edik kozelitéshez felhasznéljuk a k-adik kozelitést, és igy az egyszer(i
iteracios eljaras altalanos formulajat

c + B¢, (k=0,1,2,...), (3)
alakban kapjuk. Igazolhat6, hogy az  sorozatnak van hatarértéke:
X=hm X

k —oo
és (3)-bdl hatérértékre attérve x=c + Bx all el6, vagyis az x vektorhatarérték a (2) rend-
szer megoldasa. A (2) rendszer ekvivalens az (1) rendszerrel, tehat az x vektor az (1) rend-
szernek is megoldasa. Az irodalomban a mddszer szamos javitasaval talalkozhatunk.
Bizonyitott, hogy a (3) iteracids sorozat konvergenciajanak sziikseges és elegendd felté-
tele, hogy a B matrix sajatértékei abszolut értékben 1-nél kisebbek legyenek, azaz a

det (KE-B) =0
karakterisztikus egyenlet gydkeire az
|A, <1 (i=12,...,n)

feltétel teljestiljon. Az x*” kezd@vektor tetsz6leges lehet.

A (3) iteracios sorozat konvergenciajahoz sokszor kényelmesebb a || B| < 1feltétel tel-
jestilését ellendrizni, ahol a harom matrixnorma kozul barmelyik szerepelhet az egyenl6t-
lenségben. Gyakran egyszer(ibb az iteracids sorozat konvergenciajanak megallapitasa az

|««|> S|% | @i=1,2,...,n; i/k)
k=\

egyenl6tlenség teljestilése alapjan. Ez azt kivanja meg, hogy az A méatrix minden soraban a
f6atlo eleme abszolut értékben nagyobb legyen, mint a kérdéses sor 6sszes tobbi elemének
abszolut értékkel képzett dsszege.

Az iteréci6s sorozattal el6allitott kdzelités hibajat

'IX-X(*“>II<-i-_-I>§“ -xH (k>1) @)
illetve

are. Bl Ay
I1X- XM 1< 1 18| ) ]

formulékkal becsulhetjiik. A formulakbdl lathatd, hogy a konvergencia annal jobb, minél
kisebb a | B | értéke.

Az utdbbi formulébdl B “=2—értékre:
| X- x*™ | < | X - x<*1 l.

Ha az egymast kovetd két kdzelitd vektor kiilonbségének vektornormaja 10"'-ediknél
kisebb, vagyis

I -01<10-™,
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akkor f B f< y1 esetében a kozelités hibajara is kovetkezik, hogy

Ha az
A ) < 1- 1Bl
B b1
egyenl6tlenség teljesil, akkor az | x - x| - egyenl6tlenséghdl az

[<10-"-  ani,2,...,n)

egyenl6tlenséget kapjuk, amibdl lathatd, hogy az egyes gyokok kozelitd értékének abszo-
It hibdja 10'-nél nem nagyobb. Ez azt jelenti, hogy a pontos gyoktdl a kozelitd gyok leg-
feljebb csak a tizedesvessz6 utani m-edik jegyben térhet el.

A formulébél,k ha felhasznaljuk az egymas utan kdvetkezd becsléseket, megkapjuk a

||X- X<*>I|I|<-17||BII I

formulat. Ha a nulladik kdzelitésnek a c vektort hasznaljuk, akkor
xib=Be-tc, és IX™- X&|=1Bel” |B1le|,
tehat a (**)-bol a pontos és a kdzelitd vektorkildonbség norméajanak becslésére az

B,k+|
1- B

formuléat kapjuk. Ha a kerekitési hibaval terhelt megoldasvektort x*-val jel6ljik, és el
jeloljik azt a vektort, amelynek koordinatai egyenldk x** vektor megfelelé koordinatai-
ban jelentkez6 kerekitési hibaval, akkor

| SJk) ) FB||A+1||C|

X - <1

1-11BlI 1- B

egyenl6tlensegbdl azt a kdvetkeztetést vonhatjuk le, hogy az X**kozelité megoldasvektor
eltérése a pontos x megoldasvektortdl tetsz6leges kicsivé tehet6 nagy k és elegendd kicsi

e:mﬁx o mellett.

Példa
Oldjuk meg az aj inverz matrix felhasznalaséaval, b) Cramer-szabéllyal, ) Gauss-ié\e eli-
minéciods eljarassal a
2- R2+X=1

- X +Txj- x*=2\ lineéris egyenletrendszert.

|- s [€

3cj- x2- x3=3
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Megoldas a) Az egyenletrendszer determinénsa:

2 -1 1
0d=detA=-1 2 -1 =2(-3)-(-1)-4 +1(-5) =-7 0,
3 -1 -1
tehat az egyenletrendszernek egyértelm( megoldasa van. Az A métrix adjungaltja:
-3 -2 -1
adj A= -4 -5
-5 -1

és igy az A matrix inverze:

adfA 1 -3 -2
- 4 -5
detA -7 .5 1

-3 02 -1 2 -1 xi 1 0 0 xi x
ésamegoldas: A 'Ax=—-4 5 1 -1 2 -1 xx=0 1 0 xx=m
-5 -1 3 3 -1 -1 x3 0 0 1 3
10 10
T y~
-3 -2 -1 1 11 ] Xi 1
Ab: -_ -4 -5 1 2- - | tehdt x_- -
T 5 1 33 [ I
2 3y 2
-y -y
a ket vektor egyenlésegébdl pedig felirhatok az ismeretlenek értékei:
10 11 2
1 9% A

feg A modositott determinansok, Dp a (i els6 oszlopét kicseréljik a b vektor koordiné-
téival, Dj: a D masodik oszlopét kicseréljik a b vektor koordinatéival, D3: a D harmadik
oszlopat kicseréljik a b vektor koordinataival, majd kiszamitjuk az igy kapott determinan-
sokat:

1 -1 1 2 1 1 2 -1 1
22-1 =-10, B=-1 2 -1 =-11, 2Z8=-1 2 2-2
3 -1 -1 3 3-1 3 -1 3
Tehat az egyenletrendszer megoldasa Crawer-szaballyal:
-10 10 _ 11 1 o¢} 2
detA 7 T “Tdeta -7 | T deta y
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2-1 11
) Az egyenletrendszer bévitett matrixa: -1 2 - 1 2 Az els sort osszuk el 2-
3-1-13

Ve, és az igy kapott sort adjuk hozza a masodik sorhoz, haromszorosat pedig vonjuk ki a
harmadik sorbol:

1 1 1 1
2 T 2
0 3 1 5
Y ~2 2
1 5 3
2 ~2 2
a masodik sort szorozzuk meg és —szeresét vonjuk ki a harmadik sorbol:
1 1 1
1 .
y y 'y
1 5
0 1
~y Yy
7 2
0 0
~y 'y

a harmadik sort szorozzuk meg - y del:

1 1 1
1
y y y
1 5
0 1,
y y
2
0 0 1
Ty

Ezzel el6allitottuk azt a fels6haromszdg-matrixot, amelynek f6atl6jaban csupa 1-es all,
tehat az eredeti egyenletrendszerrel ekvivalens egyenletrendszer:

-3=- y
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melynek megoldasa:

Az egyenletrendszer megoldasanak hibabecslése

Az n-edrend(i B métrix és az 6t kozelitd A matrix inverzeinek elemeire felirt egyenl&t-
lenséghez hasonld becsl6formulat adhatunk az Ax=b lineéris egyenletrendszer x=A"“ b
megoldésénak oroklott hibajara is.

Ha § = max|Abj"\ x =max| | jelolést bevezetjiik, akkor a lineéris egyenletrendszer
megoldasanak Oroklott hlbajat

17k |< ny{S +nxe)
I-n*ye
egyenlétlenséggel becsulhetjuk.
Példa. Szamitsuk ki a

693 055 165 X 374
055 374 110 X 352 O
165 110 78L g 462

egyenletrendszer megoldaséat az 1. inverz matrix felhasznalasaval, és becsuljik meg az
oroklott hibat 2. iteracios eljarassal, és hatarozzuk meg 10 pontossaghoz a lépésszamot,
valamint a konvergencia feltételének teljestlését.
693 055 165
1L A=05 374 110 det A=183,487667, b=[3,74; 3,52; 4,62],
165 110 781

det A" 0, tehat az egyenletrendszernek létezik megoldasa, A-nak van inverze:

0,1525955420  -0,01351861976 -0,03033446384
A-‘=-0,01351861976  0,2801321791  -0,03659919007
-0,03033446384 -0,03659919007  0,1396044782

A 0,3829765626
A megoldasvektor X, =A b= 0,7664173744
3 0,4026926455

Most becsiljik meg az egyenletrendszer megoldasanak 6roklott hibait:
ny{5 +nxe)  3¢0,2801321791 1(0,005 -+ 30,766 717 374 410,005)
1- n’zye 1-3~ 0,2801321791 0,005
=0,014040392 76,
vagyis az egyes gyokok oroklott hibai nem érik el a 0,02 értéket.
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Az amétrix M és P kondiciészama:

1
M =-1310,2801321791 «3+7,81 =6,563 496 956,

9,338723268
= =2,702 271604.

Mindkét kondiciészam kicsi, amib8l a matrix stabil voltara kovetkeztethetiink.
6,93 055 165
2. Az (1) lineéris egyenletrendszer A= 0,55 3,74 1,10 matrixanak minden soraban
165 110 781
a féatlobeli elem nagyobb, mint a sor tdbbi elemének dsszege, vagyis teljesil az egyszer(i
iteracios eljaras konvergenciajanak elégséges feltétele:
3
|««|> (/=1,2,3; ii=k).
k3

Az (1) rendszerbdl a féatlobeli elemmel vald soronkénti osztds utan x =c + Bx iterélés-
ra alkalmas alakot képezziik:

0,5396825397 0 -0,07936507937 -0,2380952381 X
= 0,9411764704 + -0,1470588235 0 -0,2941176470 X
0,5915492957  -0,2112676056 -0,1408450704 0
Az |. norma szerint: |B| *=max” | |=0,4411764705< 1(a sorosszegek kozll a ma-

ximélis erték 1-nél kisebb), tehat az iteracids sorozat konvergens.
A Alépésszdm meghatarozasahoz hasznaljuk fel a 4. fejezet (***) formuldjat:

Icl =y0,539682539 7"+ 0,941176 470 4" + 0,591549 295 7" =1,235718803, és

|B11"=0,4411764705, tehat

< A A ALY 0,441176 4705= ™1,235718803 -
1-|B|N 1-0,4411764705

egyenlétlenség-rendszert kell A-ra megoldani.

_ 107 0,558 8235295
(A-ti) 119 0,441176 4705< Ig

1,235718803
- (Ah1)10,35538765581< - 5,344 644971,
és igy
A-i-1>15,038911553,
melybdl

A>14,038911553.
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Tehat legfeljebb 15 iteracids lépéssel a gyokoket 10 ~ pontossaggal megkaphatjuk. A
megoldasvektor kezdBértéke, vagyis a nulladik kdzelitése legyen a c vektor,
=[0,5396825397; 0,9411764704; 0,5915492957],

akkor az els6 kozelités X" =c + Bx*' formula szerint:
xi @ 05396825397

Xj = 0,9411764704
Ne) 0,5915492957
0 -0,07936507937 -0,2380952381 0,5396825397
+ -.0,1470588235 0 -0,2941176470 0,9411764704
-0,2112676056  -0,1408450704 0 0,5915492957

0,3241409240
0,68782630041
0,3449717916

Az X' vektor behelyettesitésével kiszamitjuk az X**kozelitést és igy tovabb. Az xN”, x**
és xX*N kozelit6 vektorok:

X">- [0,382974 386 3; 0,766 414 563 7; 0,402 690 286 4],
-2 10,382 977 347 4; 0,766 418 388 2; 0,402 693 500 9],
x<N = [0,382 976 278 5; 0,766 417 007 4; 0,402 692 336 7]'.
A 12 és a 11. kozelit6 vektor kilonbsége:
X(i2)_x(») =[0,293 11 « 10-'; 0,38245 «10™; 0,32145 «10"]',
melybdl lathatd, hogy méar a 12. kdzelité vektor koordinatai is az ismeretleneket 10™-nél

kisebb hibaval kozelitik.

3,740007408
Proba: Aex*" = 3,520005169 =b (négy tizedesjegyre kerekitett értékekre).
4,620009092

5. Gram-Schmidt-féle ortogonalizalasi eljaras

A kétismeretlenes egyenletrendszer (1. példa) grafikus megoldasénak vizsgalatabol azt
a kovetkeztetést vontuk le, hogy merGleges, illetve kozel meréleges egyenesek metszés-
pontjanak koordinatai jegyszamcsokkent6 kerekités esetében sem szenvednek ,,ugrassze-
r(” valtozast. Azax +by-d kétismeretlenes linearis egyenletnek megfelel6 egyenes irany-
vektoranak koordinatai -b és a, tehat az iranyvektor e = [-b, a]. A haromismeretlenes line-
aris egyenletrendszer ax +by +cz =d alaku egyenletei a haromdimenzids térben olyan si-
kokat &brézolnak, melyekhez tartozd normaélis vektorok koordinatait az ismeretlenek
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egyitthatoi adjak, n=[a b, c]. Ha a harom sik nem parhuzamos, akkor a grafikus megol-
dast a harom sik metszéspontjaként kapjuk. A kozel parhuzamos normalis vektorokkal
rendelkezd sikok kozel parhuzamosak, metszéspontjuk koordinatai az egytthatok kereki-
tésének hatdsara ugréasszer(ien megvaltozhatnak. A jelenség a kétismeretlenes egyenlet-
rendszer megoldasakor tapasztaltakkal megegyezd. Az ilyen egyenletrendszereket, mint
mér emlitettiik, gyengén meghatarozott (rosszul kondicionlt) egyenletrendszereknek ne-
vezzik.

Altalanositva: n-ismeretlenes lineéris egyenletrendszer ismeretlenjeinek egyiitthatit
n-dimenzids vektor koordinataiként felfogva, azt mondhatjuk, hogy eme vektorok altal be-
zart szogek koszinuszai, illetve kényelmesebb szamités céljabol, koszinusznégyzetei az 1ér-
tekhez kozel esnek, akkor gyengén meghatarozott egyenletrendszerekkel van dolgunk. Az
egyenletrendszerek atalakitisa a miveletszam ndvekedéséhez vezet, ez pedig a kerekitési
hibak (6roklott hibak) halmozddasaval ugyancsak ronthatja a megoldasok pontossagat. A
nagy sebességli szamitdgépek kezdeti alkalmazésa kikényszeritette e problémak vizsgala-
tat. Neumann és munkatarsai szdmos cikkben a méatrixokkal, determinansokkal, egyenlet-
rendszerekkel és az arra visszavezethetd differencidl- és integralegyenletekkel kapcsolatos
megoldési modszereket a fenti szempontok alapjan vizsgaltak [1], [2], [3], [4].

A gyengén meghatarozott egyenletrendszerekbdl jol meghatérozott rendszert allitha-
tunk el a vektorok merélegességi feltételének felhasznalasaval. A vektoralgebrabdl is-
mert, hogy két vektor skalaris szorzatat a haromdimenzids térben két vektor abszoldt érté-
kének és a kozbezart sz6g koszinuszanak szorzataként definialjuk, azaz

b

ab =|a||b| -cos(p és igy a két vektor altal bezart szég: cos (p=

Ebbdl kdvetkezik, hogy két zérustol kiilonbdzd vektor meréleges, ha skalaris szorzatuk
nulla.

~Na avektorok koordinatakkal adottak, akkor a skalaris szorzatot a megfelel6 koordina-
tak szorzatdsszegeként kapjuk, azaz

Ix
9> ~igHj£2x2 arb”.

Ezt altalanositva n-dimenzios térre:

a=[a,02..a,, b=[b,.b2..b,]
koordinatakkal adott vektorok esetén:

asb=ebi+U. 1h. +... ,+a,, 1Db,,

Ha ket vektor skaléris szorzata zérus, akkor a két vektort ortogonlisnak nevezzik. Ezt
felhasznélva paronként ortogonalis vektorokat tudunk el@allitani.

Egy linerisan fuggetlen x,, Xj,..., , vektorrendszerb6l az un. Gram-Scbmidt-féle eljarés-
sal paronként egymasra meréleges, mas széval ortogonalis vektorrendszert allithatunk elé.
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Az els6 vektor legyen yi=x, és a ra mer6leges masodik vektort keressik
y2=Xj+0y, alakban. Az a értékét a két zérustdl kiilonbdzd vektor merblegességi feltételé-
b6l hatarozhatjuk meg:

yr yY2=yr (x2+ayi) =yi *~2+aiyi 1yO =0,
amelyb6l
aL=~__y|'X‘2

yryi
tehat

yryi
Ha jol szdmoltunk, akkor y, ¢yj =0. Az y"re és y2-re ortogonalis y, vektort

Y3 =X3+ay2 +hyi
alakban keressuk.
Az a és b meghatarozasara két egyenletet kapunk, ha kikétjik, hogy'y, és y*, valamint yj
és yj ortogonalisak legyenek, azaz
Yrys=yr X +«yityz+yryi =,
YZeys =yz eX +ayziyz + Nyz1yi =0
és figyelembe vesszik, hogy yi *yz=yz ’yi = 0>" kovetkez0 egyenletrendszert kapjuk:
yrX3+hyryi =0'
yz 1X3-l-ayz1yz =0

A mésodik egyenlethdl:

_yzx3
yz-yz '
az els6 egyenletbdl:
b=-- yrx3
yryi
tehéat
ye=3a- Y2X% . YR
yz-yz yryli

Hasonldan kapjuk meg az ortogonalis vektorrendszer t6bbi tagjat, m-edik alakja:
yA-i-X, YIX,,,

. (1)
Jm-\ Jm~\ yryl
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Ha mindegyik vektort elosztjuk az abszollt értékével, akkor az 0j paronként ortogona-
lisvektorrendszer mindegyikének az abszoldt értéke egységnyi lesz. Ezt a

0= y’l (|,=|,2, o

Uj vektorrendszert, melynek elemei paronként ortogonalis egységnyi hossziisagu vektorok
ortonormélt vektorrendszernek nevezzik.
Példa A hdromdimenzi6s geometriai tér

L 1], X=[2 -1, -11, X=[2 3 1]

linedrisan fliggetlen vektorai felhasznalasaval allitsunk el egy ortogonalis és ortonormalt
vektorrendszert.

Megoldas

Mivel x, « xj = xj 1xj =0, de X*exj R0, igy a Gram-Schmidt-e\]arasi alkalmazzuk:

yi =xXi =| 1]
X2

w=x2- "7 i 2 -1 -1y n,oo1
yryl

B=xj- Y273 p YIS Ty g
yI-yli yryl

=[0, 1 -1].

Mivel y, *y2=vyi *y3=y2+y8=0. igy yu yi, yaortogonalis vektorhdrmas. Azyj,  y‘or-
togonélis vektorharmasbol (2) alapjan kapjuk az ortonormalt bézist, mivel

lyi|=/3, lyzh/6 , |y3|=/2 , igy

y 1 1 1 2 o2 1 1
Tyt a7 7n By g A g4
1 1
g3:y5 0,
lyal A A

Aqgi, 12, .. vektorok mindegyike egységnyi hosszusagu, és mivel

de@=gl +8=B=0,
ezért ortonormalt vektorharmast alkotnak. A kdvetkez6 pontban a bevezetés 2. példajan
szemléltetjuk az ortogonalizalds maddszerének el6nyeit.
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6. A gyengén meghatarozott linearis
egyenletrendszerek megoldasarol

A kérdést gy tették fel, hogy vajon a nagyméretd linearis egyenletrendszer egyitthato-
matrixabol, annak jellemzG6ib6l, miként kovetkeztethetlink az egyenletrendszer gyengén
meghatarozottsagara. A Neumann és Goldstine eredményeit kozl§ cikkek hatasara szamos
matematikus azzal az elképzeléssel végezte kutatsait e témakdrben, hogy a matrixokhoz
tartozik egy olyan valds szam, amelyb6l kdvetkeztetni lehet arra, hogy a vizsgalt egyenlet-
rendszer gyengén meghatarozott, és ekkor az 6roklétt hibdk halmozddésat elkertilend6 a
megoldéast példaul az ortogonalizalassal elGallitott U ekvivalens egyenletrendszerb6l haté-
rozzak meg.

Ortogonalizaljuk a bevezetés 2. példa rendszerét, mely Ax=hb maétrix alakban:

2 200001 X O
2 2 y 1
az egyenletrendszer megoldasa: x =100000,00; y =-99 999,50.

A sorvektorok altal kozbezart szdg koszinuszanak négyzete kerekitési hiban belll:
coscp-1, vagyis kozelitéen parhuzamos egyenesek felelnek meg a két egyenletnek. LAat-
tuk, hogy a 2,000 01 egytthatd 0,000 02-del megvaltoztatva a megoldasban ugréasszer( val-
tozést okoz. Vizsgéljuk meg, hogy az ortogonalizalassal el6allitandd egyenletrendszerben
a 2,00001 egyutthatd megvaltoztatasa, kevesebb jegyre kerekitése mennyire valtoztatja
meg a gyokoket.

Az els6 sorvektor: yi =X = [2, 2,000 01], a masodik sorvektor: X =[2, 2]

yi'Xa 8,000 02
yi-yi 8,000 4

det A=- 0,00002,

Y2 =X-hayi, ahol a=- =0,999997 5, tehat

Y2 =X- a *yi = [2, 2]-0,999 9975 [2, 2,000 01] = [0,500 0 « 10*, 0,500 0 « 10*]
Az ortogonalizalt egyenletrendszer és matrixanak determinansa:

9 200001 X 0
05000 10° 05000 100 y 1
d 2,00001 0,00001.

et 0,5000 10° 10,5000 10“5

Az ortogonalizélt egyenletrendszer megoldésa: x - 100001,00; y =-100000,00. A két
gyok nem valtott el6jelet, jo kozelitése az eredeti megoldasnak.

2 2,0000 X 0
0,5000 10-* 0,5000 10-* y 1

egyenletrendszer determinansa: -0,000 02; megoldasa: x = 100 000,00; y =-100 000,00.
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2 1,99999 X 0
0,5000 10** 0,5000 10-* y, 1

egyenletrendszer determinéansa: -0,000 02; megoldasa: x =100 000,00; y =-100 000,00.

2 1,99 X 0
0,5000-10"*  0,5000-10™ y 1

egyenletrendszer determinansa: -0,000 019 95; megoldasa: x =99 749,37374;
y =-100 250,626 6.

Két vektor altal kozrezart szog koszinuszanak négyzete: cos™ (p=0,62813110"", azaz ko-
zel meréleges egyenesek felelnek meg az egyenletrendszernek még a durva jegyelvagas
esetén is. Lathatd, hogy az ortogonalizalt egyenletrendszer 2,000 01 egyutthat6janak dur-
va megvaltoztatasara sem valtozik ugrésszeriien a megoldas.

A fentiekb6l levonhatjuk azt a kdvetkeztetést, hogy a lineéris egyenletrendszer barmely
megoldasmddszerének megvéalasztasa el6tt tajékozodnunk kell a megoldhat6sagrol
(detAMO), valamint arrdl, hogy az egyutthatok kis megvaltoztatasa (pl. a kerekitési hiba-
korléattal azonos megvaltoztatasa) milyen mértékben véaltoztatja meg a det A értékét, A" in-
verz matrix elemeit és az egyenletrendszer megoldasét.

Az Amatrix és inverzének dsszehasonlitasa alapjan azt mondjuk, hogy az inverz méatrix
stabil, ha az A elemeinek kicsi megvaltoztatasa az inverz matrix elemeiben megfelel6 kis
valtozast hoz létre, ellenkez6 esetben pedig instabil. Ha az A“*stabil, akkor Ajo6l kondicio-
nalt, ha A instabil, akkor A gyengén kondicionalt. Az A“ inverz matrix stabilitasdhoz
szikséges, hogy az |det A| ne legyen tulsdgosan kicsi az abszolut értékben legnagyobb
egy(tthat6hoz viszonyitva.

A kondicionaltsag mérésére tobbféle eljarast vezettek be. Azt azonnal lathatjuk, hogy a
determinans értéke nem jellemezheti egyértelmden a matrix kondicionaltsagét, hiszen az
Aés kk métrix kondicionaltsagat, ahol k tetszéleges valds szam, azonosnak kell venniink,
pedig det (kA) =k”det (A). A métrix kondicionaltsdganak egyetlen szammal vald jellemzé-
sére Neumann vizsgalatait figyelembe véve A. M. Turing

N"-l{l{k)N{A-"), M =—M(A)M(A"*)
képleteket, J. Todd pedig
maxi A, |
:_min| Al
képleteket javasolta, ahol
N{k) = WhAA) . M{A) =nimax k1l

tovabbd A-k az A matrix sajatértékei,  és //,, az AIA szorzatmatrix legnagyobb és legki-
sebb sajatértéke, spA'A az A'A szorzatmatrix féatlojaban 1év6 elemek 6sszegét jelenti.
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Az N, M, P és H értékekre fennallnak az

N<M<n~N,
N<H<nN,
P<H

egyenl6tlenségek.
Vizsgéljuk meg a leirtak alapjan a

4,007575jr] + 6y2+ 573+ 4x~ = 19
6yj + 92+ IX*+6x4=28
5xj + 772 + 9§i3+ 8x4 291 *)
4 +s X +sXo +3XN-=21

egyenletrendszert. Az egyenletrendszer métrixa, determinénsa és megoldasvektora:

4007575 6 5 4 9999,551883
6 9 76 _ . -5982,981809
5 7 9 g ULAZ0000100; m= 505308161
4 6 8 3 -756,4660512

A determinans zérushoz kozel es6 értéke alapjan varhatd, hogy az inverz matrix elemei
kdzott nagy értékek is eléfordulnak, instabil lesz:

-1320000,00  790000,00 ~ 30000,00 100000,00
790000.00 -472802,75 -17954,75 -59848,50
30000,00  -17954,75 -681,75 -2272,50
100000.00  -59848,50  -2272,50 -7576,00

Az inverz métrix elemei abszollt értékben nagyok az A métrix elemeihez képest, vagyis
feltehetd, hogy az A gyengén kondicionalt matrix.

Ha az A métrix elsd sorvektoranak a masodik, harmadik és negyedik sorvektorral bezart
szOgét rendre <i2(53(7#4jeloli, akkor ezek koszinuszainak négyzetei:

c0s>i2 =0"9991064371; cos>i3= 0,9739827574; cos>i4 =0,9304086028 ,

smivel a (B.,"24=szbgek koszinusz négyzetei is azonos nagysagrendek, igy ezek alap-
jan is feltételezhetjlik, hogy A gyengén kondicionalt métrix.
Szamitsuk ki az A métrix kondicidszamait Turing és Todd &ltal javasolt formulakkal.

N =0,1138254459 «10"; M =4752 ; P =0,4498701869 «10*; // =395173,3478 .

A kondicidészdmok igen nagy értékei is azt mutatjak, hogy az A matrix gyengén kondi-
cionalt.

Tekintsuk az egész értékre kerekitett (Aj) matrixu egyenletrendszert, determinénsat és
megoldasvektorat:

4 6 5 4 X 19

6 9 7 6 x 28 N
5 7 9 8 x 29  OeAISL
46 8 3 2
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Megoldasvektora: [1,1,1,'] oszlopvektor. A (*) egyenletrendszer megoldasa két
tizedesjegyre kerekitve: [9999,59;-5 983,01;-226,24;-756,47]' oszlopvektor. A két megol-
dés lényeges eltérést mutat. Képezzik a bdvitett méatrix

s,=[4,6,54,19], 2=[6,9,7,6,28], 8- [5 7,98 29], $=[4,6, 8, 3, 21]

sorvektorainak ortogonalis vektorrendszerét Gram-Schmidt-eljaras alkalmazasaval a sza-
mitogép altal adott maximalis jegyszammal, és az Uj métrixot A,,.-mel, az (j jobb oldali vek-
tort b,,,-mel jel6ljuk:
4 6 5 4
_ 0,1057268722 0,1585903084  -0,367 8414097 0,1057268722
A= -0,6385542169  -1,457831325 -0,1325301205 2,361445783
0,06952662722 -0,04881656805 -0,004437869822 -0,01183431953

b, =[19,0,002202643172,0,1325301205,0,004437869822] .
Az ortogonalizalt egyenletrendszer megoldasvektora:
[0,999999 999 1; 1,000000 001; 0,999 999 999 8; 0,999 999 999 7]-.

Kerekitve a (**) egyenletrendszerrel megegyez6 megoldast kaptunk.
Most az ~ matrix th = 4 elemét cseréljiik 4,007 575-re. Az ehhez tartoz6 determinans:
1,000 383 755, és ezzel a matrixszal képzett egyenletrendszer megoldasvektora:

[0,999616 3912; 0,999583 035 1, 0,999599 712 8, 0,999 616 3919]',

nem szenved ugrasszer(i valtozast. EllenGrzésul a két értékes jegyre kerekitett matrixszal is
végezziik el a megoldast, azaz

4,01 6,00 5,00 4,00

011 016 -0,37 011
-0,64 -146 -0,13 2,36

0,070 -0,049 -0,0044 -0,012

melynek determinansa: 1,017 186 662, és megoldasvektora:
[0,993178 9719; 0,993 240 7591; 1,014 892 667; 0,995 861 108 6]'.

Ha 6sszehasonlitjuk az ortogonalizalt egyenletrendszer harom megoldasvektorat a (**)
egyenletrendszer [1,1,1,']' megoldasvektoraval, azt latjuk, hogy egész jegyre kerekitéssel
azonosak.

Megjegyzés. Neumann Janos tudomanyos munkassaganak egy vékonyka szelete, amely-
rél irtunk. Igen jelentdsek a matematikai logika, a halmazelmélet, az operatoralgebrak el-
mélete, a majdnem periodikus fliggvények, az operaciokutatés, a jatékelmélet, a nemline-
aris parcialis differencialegyenletek teriiletein elért eredményei. Lanczos Koméitol szarma-
zik az a mondas, hogy Neumann Janos nem csupan az egyik legkivalobb matematikus volt,
hanem a legkivalobb matematikus a 20. szdzadban.
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David G “la

Rejtett paraméterek,
avagy a statisztikus fizika és a kvantummechanika
matematikai megalapozasa

1. Neumann Janos és a fizika

Neumann Janos - mas tudomanyokban elért eredményei mellett - a fizika sok tertileten
is maradandot alkotott. Erdekl6dése a legmodernebb elméleti kérdésektdl a gyakorlati,
technikai problémakig terjedt. Osszegydijtétt miiveinek csaknem negyede fizikai jellegi
cikkeket tartalmaz. Persze még hozzaszamithatjuk a hatarteriileteket is, hiszen hidrodina-
mikai, aramlastani vizsgalatai vezették el a meteoroldgiai kérdések tanulmanyozasahoz, és
a légkori jelenségek vizsgalata soran is fizikai modelleket hasznalt, fizikai egyenletek meg-
oldasaval foglalkozott.

Fizikai érdekl6dése igen sokrétii volt. Szorosan egyiitt dolgozott (elébb Eurdpaban,
majd az Egyesiilt Allamokban) kora legkivalobb fizikusaival, tébbiikkel (pl. Wigner Jend-
vel) kozos cikkeket is publikalt. Egy-egy Gjonnan felmerilt fizikai kérdésben altaldban a
matematikai kihivast latta meg - az 0j probléméaval kiiszkdd6, a matematikai eszkdzoket
nehezen megtalal6 fizikusok segitségére sietett egy-egy részletkérdés megoldasaval, vagy
(tobb esetben is) atfogd tanulmanysorozat, illetve konyv formajaban az egész kérdéskor
matematikai alapjainak Vilagos tisztazasaval. Az el6z6 esetre j6 példa talalkozasa a kozmo-
I6gidval és az asztrofizikaval: néhany publikalatlan kéziratban foglalkozott az altalanos re-
lativitdselmélet (ma is minden fizikus rémalmat jelentd, igen bonyolult) egyenletei altal le-
irt bizonyos térid6kkel, illetve a csillagok szerkezetére vonatkoz6 egyenletrendszer megol-
déasaival. Emellett egy csillagasz kollégajaval kdzosen két hosszu és alapos cikket irt a gra-
vitacidsan kdlcsonhato csillagrendszerek dinamikajara, statisztikus viselkedésére vonatko-
z6an. A masodik eset egyik példaja a tobbelektronos atomok kvantummechanikajaval kap-
csolatban Wignerrel kdzdsen végzett munkéja. A kvantummechanika alapito atyéi a leg-
egyszer(ibb atom, a hidrogénatom sikeres leirdsa utdn egymasnak ellentmond6 eredmé-
nyekhez jutottak a bonyolultabb, tébb elektront tartalmazé rendszerek tanulméanyozasa
soran. Ami nem volt csoda, hiszen nem egységes matematikai médszert, hanem ad hoc 6t-
leteket hasznaltak. Neumann és Wigner kozos cikksorozata hasznalta el6szor a csoportel-
mélet matematikai madszerét e kérdések targyalasara, és igy sikerllt tisztazniuk az atom-
szerkezet kapcsolatat a téridé szimmetriaival, valamint az elektronok felcserélhetGségével
kapcsolatos szimmetridval. Ezt az itt megkezdett kutatasi iranyt aztan fizikusok és mate-
matikusok egész csoportja vitte tovabb a kovetkezd években, végleg megalapozva a térid6é
szimmetriai, a kvantumelmélet alapelvei és az elemi részecskék tulajdonsagai kozti szoros
0sszefonddast, ami kés6bb, a XX. szazad masodik felében kibontakoz6 modern részecske-
fizika alapjava valt.
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Ugyancsak a mésodik eset példaja Neumann cikksorozata, majd alapvet6 kényve, amely
a néhany éwvel kordbban megsziletett kvantummechanika szilard matematikai megalapo-
z&sat nyljtotta. E mlivet és a benne felvetett kérdéseket a késbbiekben részletesen tér-
gyaljuk.

Elméleti fizikus vagy matematikus?

Neumann magéat elsésorban matematikusnak tartotta (ezzel kezdi utolsd konyve,
,A szamitogép és az agy”’ el6szavét is: ,,Matematikus vagyok, nem pedig neuroldgus vagy el-
meorvos, ezért némi magyarazatra és igazolasra szorul, amire itt vallalkozom. ”). Fizikus kor-
tarsai kdrében azonban ez nem volt magatol értet6dd. Ok Neumannt a legnagyobb kortars
elméleti fizikusok egyikének tartottak - fizikushoz képest szokatlan nagy matematikai kép-
zettséggel, ismeretanyaggal és intuicioval. Amikor 1929-ben Ortvay Rudolf, a budapesti tu-
doméanyegyetem frissen kinevezett elméleti fizika professzora sajat korabbi helyére Neu-
mannt (vagy annak baratjat és kollégajat, gyakori szerz6téarsat, Wigner Jen6t) ajanlja a sze-
gedi egyetem elméleti fizika katedrajara, természetesnek veszi, hogy a jeldltek elméleti fi-
zikusok: ,, Tudomanyos mukddésiik az elméletifizikai kutatasok el6terében allé dn. kvantum-
mechanikdara vonatkozik. E nehéz és centralisproblémak tisztazasaban jelentékeny eredménye-
ket értek el, amiben nagy része volt mély mathematikai miiveltségiiknek... ”> Neumann késéhb,
az amerikai szenatus Atomenergia Bizottsaga el6tti meghallgatasakor igy kezdi bemutat-
kozasét: ,,Matematikus vagyok és matematikaifizikus. ’Lathatdan tisztaban volt azzal a mély
hatassal, amit miikodése kora fizikajanak fejl6désére gyakorolt.

Igazi elméleti fizikusként viselkedik akkor, amikor - szamos kortarsahoz hasonléan - a
XX. szézad elsg felében formalddo két nagy elméleti épitmény, az altalanos relativitasel-
mélet és a kvantummechanika dsszekapcsolasara tesz - inkabb jelképes, probalkozésszer(
- kisérletet. E cikkek, kéziratok nem tekinthet6k komoly elméletnek, a szerz6k inkabb
csak probalgatjak az Uj fizika adta lehetéségeket. Hatha a korabban tavoli tertiletek Gjsze-
r( 6sszeillesztése adja meg a kulcsot az egyik vagy mésik elméletben fellép furcsa, nehe-
zen érthet6 jelenségek igazi magyarazatéhoz... igy Neumann is megprobalkozik az altala-
nos relativitdselmélet altal leirt egyik szokatlan tér-idében megfogalmazni és megoldani az
elektron Dirac-féle hullamegyenletének megfeleljét. A furcsa matematikai eredményt
(a téridd ,,kvantalodasat”) késébb lelkes levélben meséli el magyarorszagi levelez6partne-
rének.

Neumann Janos fizikai cikkeiben és nagy kényvében nem elefantcsonttoronyban Gl6
matematikusként jelenik meg, akinek a fizika csak arra vald, hogy érdekes, megoldandé
matematikai feladatokat szallitson neki. Neumannt nemcsak a matematikai kérdések iz-
gatjak, hanem a fizikai elmélet mogottes tartalma is, az is, hogy egyaltalan miért, milyen fi-
zikai motivacio alapjan fordul az elmélet a matematika egyik vagy masik agahoz vagy fo-
galméahoz. Persze ha kider(l, hogy a matematika adott része (korabbi motivécio, alkalma-
z06i ,,megrendelés” hianyaban) nincs elég részletesen, alaposan kidolgozva, az eszk6zok hi-
anyosak vagy gyengék, akkor Neumann nem habozik ezt a hibat a tiszta matematika esz-
kdzeivel potolni. Fizikai cikkei ilyenkor a szokasos matematikusi definicid-tétel-bizonyitas
kiils6t veszik fel, és ha a fizikai motivaciordl nem tudnank, tiszta matematikai szaklapba
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valonak is talalhatnank 6ket. Es valdban, e fizika felvetette kérdéseket Neumann késébb
gyakran tovabbfejlesztette, matematikai jellegli miiveiben altalanositotta (pl. az operator-
algebrak és operatorgy(riik elméletét). De a fizikai cikkekben a matematikai alapozast ha-
marosan koveti a fizikai rész. I1tt Neumann Kkora fizikajat, a formalddo elmélet korili szen-
vedélyes vitdkat jol és alaposan ismer6 fizikusnak mutatkozik. Olykor a technikai részle-
tekbe menGen elemzi pl. a kvantummechanikai mérés problematikajat, amely Einstein és
Bohr kdz6tt annyi vita trgya volt. Neumann a preciz matematikai megalapozas birtoka-
ban hatarozott kijelentéseket tudott tenni, amelyek egyes kérdéseket végleg eldontotték,
més problémak fejl6dését pedig alapvetben Uj utakra terelték.

Erdekes megfigyelni e cikkekben Neumann viszonyat a kvantumelmélet tobbi Gttorojé-
hez, és az azébta is sokat emlegetett ,.fizikus pongyolasag - matematikusi precizitas” kér-
déskorhodz. Mint kés6bb részletesen sz6 lesz réla, Neumann matematikusként mereven el-
utasitotta a Dirac altal bevezetett ,altalanositott fliggvényeket”, a nevezetes Dirac-féle
delta-fliggvényt, matematikailag megalapozatlan, jogtalan extrapolacionak nevezve azt.
Alkalomadtan azonban - pl. az atombomba I6késhullamardl sz616 egyik cikkében - vérbe-
li fizikus madjara gatlas nélkil alkalmazta a Dirac-deltat (preciz matematikuskeént mellé-
kesen megjegyezve, hogy ,,...ez tisztn formdlis eszkdz, és konnyen kikertlhetd - a sziikséges
transzformacio és az azt kdvetd szamitds azonban termeszetessé teszi hasznalatat™). Ugyanak-
kor sohasem feledkezett meg a kvantummechanika Dirac-féle formalizmusa és a szerz6 di-
cseretérdl sem. Nagy konyvének el6szavaban” pl. a kdvetkez6képpen ir err6l; ,,Dirac mind
nemrég kiadott kdnyveben, mind pedig szamos cikkében a kvantummechanikatfellilmalhatat-
lanul elegénsan, tdmdren és ugyanakkor invariansforméban fogalmazta meg. ”Ez az a méd-
szer, az a formalizmus, amelyr6l Neumann néhéany oldal mulva megmutatja, hogy matema-
tikailag megalapozatlan! O viszont - szamos matematikus tarsatol eltéréen - érti és érzi az
elmélet fizikai lényegét és szépségét is, latja, hogy Dirac modszere gy6zte meg az akkor
még vonakodé fizikusok tobbségét az elmélet helyességérdl és hasznossagardl. Neumann
is értékeli e szépséget és heurisztikus er6t. Mas matematikus a Dirac-elmélet formalis hi-
béit felfedezvén g6gos folénnyel, ellentmondast nem tlirve lesdpdrné azt az asztalrol. Neu-
mann ehelyett szinte szabadkozik: ,,Ezért talan helyénval6, hogy a mi modszeriink mellett -
ez Diracétol lényegesen eltér - néhany érvet sorakoztassunk fel. ” Sajat modszerét az elmélet
megalapozasanak szanja, nem 1ép fel azzal az igénnyel, hogy a fizikusok térjenek at Dirac
formalizmusarol az dvére (nem is tértek at). Konyve kés6bbi részében viszont részletesen
elemez egy mély problémat (a rejtett paraméterek kérdését), amely allandéd viték targya
volt a kvantumelmélet alapitd atyai és az elméleti fizika méas nagyjai (pl. Einstein) korében.
Dirac elegans formalizmusa ebben a kérdésben nem segit, nem foglal allast. Neumann vi-
szont a sajat modszere alapjan meg tudja véalaszolni a rejtett paraméterek kérdését. Ez a
megfeleld érv, a dontd bizonyiték modszere mellett: a fizikai hatékonysag, nem a hamis
matematikusi folény...

Neumann tisztdban van a fizika és a matematika bonyolult kapcsolataval, a tudomanytor-
ténet azon gyakran ismétl6dé eseményeivel, amikor egy Uj fizikai terulet (pl. a mechanika
vagy az elektrodinamika) kovetelte meg bizonyos (j matematikai eszkdzok kifejlesztését.

" Az idézetek a konyv magyar kiadasabol valok: Neumann Janos: A kvantummechanika matema-
tikai alapjai. Akadémiai Kiadd, Budapest, 1980. Forditotta Sebestyén Akos.
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Az elsO Iépéseket altalaban fizikusok tették meg - persze pongyolan  és csak késébb jott
néhany preciz matematikus, hogy elegyengesse a terepet, tisztazza a matematikai alapokat.
Fel is teszi a kérdést, vajon ez-e a helyzet a kvantummechanikaval kapcsolatban is:

,JArra gondolhatnank, hogy amint Newton mechanikaja maga utan vonta az
eredeti formajaban kétségtelenl ellentmondasos infinitézimalis kalkulus fejl6-
dését, tgy a kvantummechanika is a ,,végtelen sok valtozé analizisének” (j for-
majat sugallja, vagyis hogy a matematika apparatusat kell megvaltoztatni, nem
a fizikai elméletet.”

Neumann erre is készen &llna, azonban konyvében megmutatja, hogy nincs sziikség
ilyen forradalmi lépésre, a meglévd matematikai fogalomrendszer (a hianyz6 részletek
megfeleld kidolgozésaval) alkalmas az (j fizikai gondolatok preciz kifejezésére. A késéb-
biekben kitiint, hogy a kvantummechanikén tullépve, a mez6k kvantumelméletében mar
nem ez a helyzet - élete vége felé Neumann maga is sokat dolgozott e bévebb fizikai elmé-
letek gondolatait matematikailag pontosan és ellentmondésmentesen visszatiikr6z6 mate-
matikai eszkdzok kifejlesztésen.

A kvantumelmélet sziiletésétdl kezdve filozofiai jellegUi vitéak kisérték. Ez nem csoda, hi-
szen ez az elmélet olyan gydkeresen megvaltoztatta a valdsagrol, az elemi objektumokrol,
a térrdl és idorél, a mozgésrdl, a fizikai jelenségek megfigyelésérdl, leirasardl, a mérésrél,
a kauzalitasrol és még sok egyébrdl kialakult és mélyen belénk gyokerezett fogalmakat,
mint kordbban még egyetlen tudoméanyos elmélet sem tette. (Talan csak az evoldcids bio-
l6gia térhoditasanak forradalmi hatasaval hasonlithaté dssze.) A fizika a huszadik szazad
elején mar produkalt egy hasonl6 szemléleti forradalmat, paradigmavaltast: a specialis re-
lativitaselmélet térrél és id6rol alkotott fogalmai annyira Gjszer(iek voltak, hogy sokan még
ma, szdz esztendd maltan is idegenkedve és elutasitoan fogadjak 6ket. Ekkoriban, a husza-
dik szdzad hajnalan valt szokasossa, majd a kvantumelmélet megsziiletésével egészen alta-
lanossa, hogy az elmélet élvonalaban dolgozo fizikusok azonnal filozéfiailag is értelmezni
és kritizalni kezdték a maguk és kollégaik eredményeit. Neumann élénk figyelemmel kisér-
te ezeket a vitakat, de némi kivulallassal is szemlélte. Amikor hozzasz6lt, nem a filozdfus
szempontjabdl tette. Megmutatta, hogy bizonyos (latszat)vitadk forrdsa a fogalmak nem
pontos definiélasa, ezért a vitazd felek ugyanazt a fogalmat kiilénb6z6 értelemben hasznél-
jak. A pontos definiciéra pedig leginkdbb a matematika képes. A kvantummechanika va-
ri példaja: anélkl, hogy explicit médon biralna valamelyik szembenallé allaspontot, sajat
fogalomrendszerének parhuzamos szobeli és matematikai definialasara alapozva olyan
brillidns konstrukciot mutat be, amely egyértelmien elvezeti a régdta vitatott - és filozofi-
ailag is sokat diszkutalt - ,,rejtett paraméter” probléma véglegesnek szdnt megoldasahoz.

A tudomanytorténet fintora, hogy Neumann mégsem zérhatta le véglegesen ezt a prob-
Iémakort. Természetesen felmeril a kérdés, hogy ha Neumann Janos matematikailag pre-
cizen bebizonyitotta: nincsenek rejtett paraméterek - akkor hogy lehet az, hogy a huszadik
szézad mésodik felében még annyian és olyan sokszor elévették ezt a problémat, csiszol-
tak, finomitottak rajta, és meég napjainkban is vitatjak. Csak ennyi ereje van egy matemati-
kai bizonyitasnak, csak ekkora a tekintélye Neumann Janosnak? Cikkiink késébbi részé-
ben megkiséreliink valaszolni erre a kérdésre.
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Neumann a fizika teriletén m(ikodott. Alapvet6, mély és maradandd hatést két teriile-
ten gyakorolt a XX. szazadi fizika fejl6desére. Az egyik terllet a statisztikus fizika megala-
pozésa, ,,az ergodikus tétel” bizonyitasa, a masik pedig az 0j tudomanyag, a kvantumme-
chanika szilard matematikai megalapozasa. E két témaval a kés6bbiekben részletesen fog-
lalkozunk.

Miel6tt azonban erre ratérnénk, meg kell emlitenink Neumann Janos és a fizika, mi
tobb, a technika egy kevesbé elvont, vaskosan gyakorlati kapcsolatat is.

2. Lokéshullamok és az atombomba

Neumann részt vett az atombomba kifejlesztésén dolgozo titkos Manhattan-tervben is.
Ennek kapcsan kezdte meg a hidrodinamikai jelenségek, ezen bell a l6késhullamok ke-
letkezésének, terjedésének és visszaverddésének vizsgélatat. Eredményeit titkos belsd je-
lentésekben publikalta, és csak a hdborl utén, a titkositéas feloldasa utan tette kdzzé tudo-
manyos folyGiratokban. JO néhany tanulménya, jelentése még hat évvel haléla utan, dssze-
gytjtétt miveinek kiadasa idején is titkositva volt!

A I6késhullamok terjedésének problémaja két helyen is kapcsolodott az atombomba-
programhoz. A nukledris lancreakcié meginditdsahoz a hasadasra képes anyag megfeleld
mennyiségét (ez az Un. kritikus témeg) egy helyre kell hozni, és megfelel6 ideig egyitt kell
tartani. Az utébbi a nehezebb - az ismeretterjeszté konyvekben lathaté szemléletes mo-
dell, amikor két uranbol készilt félgombdt hagyomanyos robbandanyaggal egymasnak 16-
nek, biztosan nem m(kddik. A meginduld lancreakcio, a felszabaduld hé és a keletkezd
nyomés azonnal szétdobna a két félgombat, és ledlina a reakcid. Ezért Los Alamosban az-
zal kisérleteztek, hogy goémb alakban rendezzék el a hasadéanyag kis adagjait, és koréje
szintén gdmb alakban helyezzék el a hagyomanyos robbandanyagot. A ,,berobbanas” (im-
plézid) megfeleld mértékben sszesdriti a hasaddanyagot, és a nyomas megfelel6 ideig
egylitt is tartja, amig a lancreakcié ténylegesen bekovetkezik. Ez volt az 6tlet, a végrehaj-
tas sokkal nehezebb. Tébb Los Alamosban dolgoz6 kutaté emlékirataiban olvashat6, hogy
id6nként robbanast lehetett hallani, majd valahol az utcdn krumpli forméra deformalé-
dott, eredetileg gémb alaku tartalyokra bukkantak. A robbanas nem sikertlt pontosan
gdmbszimmetrikusra - és a tartalom 6dsszesritése helyett a tartaly deformaléséara, no meg
messzire repitésére hasznalddott el a I6por energidja. Neumannak az implozié fizikajara
vonatkozo elméleti szdmitasai es a kisérleti csoport kitarté munkaja végil meghozta az
eredményt.

A lokeéshullamok terjedésének és hatdsainak elmélete egy mésik fontos alkalmazésat az
atombomba hatésainak elemzése (és ezeknek még a bomba tényleges kiprobalasa el6tti
megjoslasa) teruletén talalta meg. Neumann részletes szamitasokat végzett a varhatd 16-
késhullam paramétereinek meghatarozasara, valamint a I6késhulldmok sik feluletrél (pl. a
talajrol, hazak falarol vagy a robbanés kdzelében levd hegyoldalrdl) torténd visszaverddé-
sének elemzésére is. Ez a téma igen kritikus a bomba alkalmazhat6saga tekintetében - vé-
gul is ezen mulik, eléri-e az atombomba a tervezett pusztitd hatast.
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|. dbra. Az atombomba lokéshullaméanak terjedése és
visszaver6dése. Abra Neumann Janos egyik Los
Alamos-i kutatasi jelentéséb6l 1947-b6l. A jelentés nagy
része még 1963-ban, Neumann 6sszes mdveinek ameri-
kai kiadasa idején is titkositva volt. Az abran szerepl6
feliratok forditasa és magyarazata: A bomba a levegé-
ben robban, h magassadgban (real explosion - valédi
robbanés). A talajt (rigid ground: szilard talaj) elér6 16-
késhulldm (emerging wave - beesé hullam) visszaver6-
dik. A visszavert hulldm ugy modellezhet6, mintha aféld
alatt, a bomba tukdrképének helyén egy mésik robba-
ndashol (virtual explosion - latszélagos robbanés) indult
volna ki. A tavoli megfigyel6t (vagy aldozatot) a kétféle

D avid Gyula

Neumann lokéshullamokra vonatkozo
cikkei nem elméleti matematikai, hanem
inkabb mérnoki jellegliek. A fizikai alapok
felvazolasa, az egyenletek megkonstruala-
s, illetve a (kordbban nem tulségosan rész-
letesen kidolgozott) fizikai modellek ismer-
tetése utdn konkrét modellekre vonatkozd
részletes szdmitasok kovetkeznek. Neu-
mann vilagosan felvazolja az adott modell
fizikai el6feltevéseit, elemzi a megengedhe-
t6 matematikai kozelitéseket, és eredmé-
nyeit dsszehasonlitja az irodalomban ko-
rdbban publikdlt, ,a fizikusi jézan észre”
alapozott kovetkeztetésekkel. E korabbi
sejtések sok esetben hibésak voltak, olykor
pont az ellenkez6jiik bizonyult igaznak.
Neumann e meglepd eredmények elemzése
soran nem habozott kilépni a matematikus
elefantcsonttornyabdl: szorosan egyuttma-
kodott az amerikai haditengerészet és a lé-
gier6, valamint a Los Alamos-i nukleéaris
kutatokozpont munkatarsai altal folytatott
robbantasi kisérletek tervezivel, végrehaj-

hullam kombindcioja éri el. téival és elemzdivel. Egyiitt vizsgaltak meg
azt a kritikus kérdést, hogy milyen kértilmények kdzott fog a bombarobbanas okozta 16kés-
hullam a szokasos, ,,akusztikai”, illetve a Neumann altal levezetett kiilénleges formaban
visszaverddni egy szilard felliletr6l vagy egy masik I6késhullamrol. Részletes elemzést ké-
szitett a Fold felszine folott magasan felrobbantott atombomba kezdetben gémb alaku 16-
késhulldmanak torzulasarol, amint az dsszetalalkozik a felszinrél visszaver6dott masik hul-
ldmmal.

E cikkek és jelentések némelyike konkrét numerikus szamitasokat is tartalmaz. A cik-
kek végén tablazatok, milliméterpapirra rajzolt fuggvénygrafikonok foglaljak Ossze az
eredményeket. E szdmitasokat részben ,,kézzel”, részben az akkoriban rendelkezésre allé
mechanikus szdmoldgépekkel végezték. Bizonyéra ez a hatalmas emberi eréfeszitést igény-
16, &m teljesen mechanikus jellegli munka is hozzajarult ahhoz, hogy Neumann figyelme
kés6bb a szamitasok automatizalasa, az elektronikus szamitdgépek iranyaba fordult.

A katonai céllal végzett fizikai szamitasok, a hidrodinamika egyenleteivel, modelljeivel,
numerikus mddszereivel val6 tobbéves bens6séges kapcsolat a hdbord utén arra 6sztondz-
te Neumannt, hogy e tapasztalatokat, modszereket és eredményeket a békés, polgéri céld
kutatas, a meteoroldgia, az id6jaras-el6rejelzés szolgalataba allitsa. Késébbi hidrodinami-
kai és meteorol6giai targyu cikkeiben koénny( megtalélni a folytonosséagot, a I6késhulla-
mok fizikdjanak tanulméanyozasa soran dsszegy(lt tapasztalatokat, olykor sz6 szerint atvett
idézeteket titkos tanulméanyaibol. Meteoroldgiai munkassaganak jelentds része olyan nu-
merikus modszerek, szamitési algoritmusok kidolgozaséra vonatkozott, amelyek lehet6vé
tennék a bonyolult hidrodinamikai egyenletek ésszer(i id6n beluli (ma Ggy mondanank:



Rejtett paraméterek . .. 47

real time, azaz a vizsgalt jelenség lefolyasaval egyidej vagy azt megel6z6) numerikus meg-
oldasét, igy az egyenletek altal leirt folyamat el6rejelzését. E numerikus algoritmusok elsé
képviseldi a l16késhullamok terjedésére vonatkozé cikkekben bukkantak fel.

Mondhatjuk tehat, hogy Neumann J&nos, az igen absztrakt matematikai fogalmak em-
bere adott esetben foldonjaro, gyakorlati problémakkal is megbirkdzé mérnokként is meg-
allta a helyét. Ebben hasonlitott barétjara, a fizikus Wigner Jenére, aki a kvantummecha-
nika és az elméleti magfizika eredményes mivelése mellett az elsé atombombak plutoniu-
mét legyart6 els6 ipari atomreaktorok tervezdjeként, mérndkeként is beirta nevét az atom-
korszak torténetébe.

3. Az ergodikus tétel

Az , ergodikus hipotézis’; majd bizonyitasa utan ,,ergodikus tétel’nevet visel6 allitas a fi-
zika egyik gyorsan fejl6d6, szdmtalan alkalmazésban hasznosnak bizonyult dgénak, a sta-
tisztikus fizikanak sarkkdve. Torténete Maxwellnek és Boltzmann-nak, a kinetikus géazel-
mélet alapitéinak munkassagaval kezd6dott. Az i-re a pontot Neumann Janos tette fel.

A kinetikus gazelmélet

A XIX. szazad kdzepén kialakult kinetikus gazelmélet a fizika egy teljes &gat, a h6je-
lenségek elméletét, a termodinamikat probalta meg visszavezetni egy masik, sokak altal
alapvet6bbnek érzett, matematikailag alaposan kidolgozott és jol bevalt tudomanytertilet-
re, a (klasszikus) mechanikara. El6sz0r csak az idedlis gazok iskolabdl is jol ismert torvé-
nyeit magyaraztak meg, majd attértek a bonyolultabb rendszerek, folyadékok és szilard
anyagok termodinamikajanak megalapozasara is. Ezt a visszavezetést a kortarsak meg-
nyugtatonak talaltak - hiszen a mechanikat ismerjiik és értjlik! - ugyanakkor a kritikus sze-
mi fizikusok matematikai hianyossagokat talaltak a kinalt magyarazatban.

Az alapétlet igen egyszer(i. Tekintstink egy tartalyba zart gazt. A termodinamika kide-
ritette, hogy milyen fizikai mennyiségekkel (termodinamikai szakzsargonban ,,allapotjel-
z6kkel”: nyomas, hémérseklet, térfogat, tomeg) irhatjuk le tulajdonségait, és ezek kdzott
milyen kapcsolat all fenn (ezek az Un. allapotegyenletek). Emellett szabalyokat és képlete-
ket ad annak leirdsara, mi torténik, ha egyik vagy mésik paramétert meg akarjuk valtoztat-
ni, mennyi h6t vagy munkat kell ehhez kéz6éIniink a rendszerrel.

A kinetikus gazelmélet a tartalyba zart gazt nem folytonos kozegnek, hanem apré re-
szecskek, molekuldk, illetve atomok egyuttesének tekinti - e részecskék kdzott vakuum
van. A gaz makroszkopikus tulajdonsagai, viselkedése e mikroszkopikus szerkezet és az
elemi objektumok mozgésa alapjan értheték meg (innen az elmélet nevében a , kinetikus”,
azaz ,,mozgasi” jelz6). Ma ez a kép trivialisnak tlinik - a XIX. szdzad kozepén azonban
csak igen kozvetett, jorészt kémiai és (Faradaynek kdszonhet6en) elektrokémiai bizonyi-
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tékok voltak az atomok létezésér6l. Sokan az atomhipotézist puszta jatéknak, matematikai
feltevésnek tekintették, ami megkoénnyiti a kémiai szamitasokat, de nem szabad neki rea-
litast tulajdonitani. (Ez a helyzet kisértetiesen megismétl6dott az 1960-as években, amikor
a proton és nukleon épitékovei, a kvarkok realitasat nem akarta elfogadni a fizikus tudo-
manyos kozosség.) Eppen a kinetikus gazelmélet, majd a statisztikus fizika sikere és sokré-
t alkalmazhatdsaga lett a legjobb bizonyiték az atomok létezése mellett - eme elméletek
mddszereinek finom és oGtletes alkalmazasaval mérte meg a XX. sz&zad elején Jean Perrin
francia fizikus az Avogadro-szdmot, és hatarozta meg ezaltal az addig csak hipotetikus ato-
mok pontos méretét.

A Kkinetikus gazelmélet els6 targya az ideélis gaz volt. E gaz részecskéit apro rugalmas
golydknak tekinthetjik, amelyek tavolrdl nem fejtenek ki egymasra vonzo- vagy taszitoer6t
(épp ettdl lesz ,idedlis” a gaz, szemben a ,,realis” gazokkal, ahol mar ilyen vonzo- vagy ta-
szitoer6kkel is szamolni kell). E golydk tehat Newton els6 torvénye, azaz a tehetetlenség
torvénye értelmében egyenes vonall egyenletes mozgast végeznek - mindaddig, amig egy-
méssal vagy az edény falaval nem Utkoznek. (Persze az edény fala is atomokbol all, de az
egyszer(iség kedveért ett6l szokés eltekinteni.) Két golyo Utkdzése tokéletesen rugalmas -
ezért megmarad a két golyobol allé rendszer teljes mozgési energiaja és lendilete (idegen
széval impulzusa), azaz a két golyd Utkozés utdni mozgasi energidjanak dsszege megegye-
zik az Utkozes el6tti dsszeggel - csak épp masként oszlik el a kdzos vagyon (a termodina-
mika egyik legsikeresebb és leghatékonyabb, az ismeretterjesztésben jot bevalt modelljé-
hez érkeztiink: az energiara Ugy gondolhatunk, mint a pénzre, ami szamtalan forméaban é-
tezhet, ezek atvalthatok egymasra, az egyes szerepl6k kdzott cserélgethetdk, de a pénz tel-
jes mennyisége a folyamatok soran megmarad). Hasonl6 igaz az impulzusra is. A k6zépis-
kolai fizikaorakrol tudjuk, hogy rugalmas utkozés esetén az energia és az impulzus meg-
maradasanak tétele elegendd arra, hogy az iitkdzés el6tti sebességekbdl kiszamitsuk az (it-
kdzés utani sebességeket. Elegendd - de csak ha a mozgas egy dimenzidban, egy egyenes
mentén, sinen vagy a laboratériumi (itkdz6padon zajlik le! Csakhogy a molekuléak térben,
harom dimenziéban mozognak, sebességiik irdnyitott mennyiséggel, vektorral irhaté le, és
szamtalan olyan végsO sebességvektor-kombinécio van, amely kielégiti az energia- és az
impulzusmegmaradas kovetelményeit. Az (itkdzés pontos leirdsahoz ennél tébbre lenne
szilkség - példaul pontosan meg kellene mondani, mekkorék és milyen alaktak a moleku-
18k, hiszen az Utkozés részletei, a kialakul6 sebességvektorok attol fliggnek, hogy a két mo-
lekula melyik része (itkdzik! Gomb alakunak feltételezett molekuldk esetén csak a goémbok
sugaréat és a kdzéppontok palyaegyeneseit kellene megadni, ebbdl méar kiszamithat6 lenne
az Utkdzés eredménye. (A kinetikus gazelmélet és a statisztikus fizika nagy sikere épp az
lett, hogy ilyen részletekbe men6 elemzés nélkil is képes leirni a molekulakbol &ll6 rend-
szer &llapotat.)

A fallal torténd (tkozést hasonloképp irhatjuk le. A falat formalisan végtelen nagy to-
meg(nek feltételezve az Utkdzes torvényei arra vezetnek, hogy a ferdén a falnak (itk6z6
molekula Ugy pattan vissza, mint fénysugéar a tikorrél: sebességének a falra mer6leges
komponense el6jelet valt, a fallal pArhuzamos komponense megmarad.

Az elemi folyamatok tehat viszonylag egyszer(ien leirhatok a klasszikus mechanika esz-
kozeivel. A newtoni mechanika szellemében a mozgastorvényeken kiviill még egy dolog kell
a rendszer torténetének kiszamitasahoz: a kezdeti feltételek ismerete. Azaz egy adott id6-
pillanatban ismerni kell a rendszer minden részecskéjének pontos helyzetét és sebességét



Rejtett paraméterek ... 49

(az utébbi helyett a mechanikéban az impulzust szok&s megadni, ami a részecske tomegé-
nek és sebességének szorzata). Meg kell tehat mondanunk a rendszert alkotd dsszes golyd
helyzetét és sebességét a kezd6 pillanatban, a tobbit a fizika térvényei elintézik helyettiink.

Manapsag - viszonylag kevés golyo esetén - ez valoban megtehetd. Aki latta mar a szé-
mitégépen foly6 hokimeccset, és megprobalta kovetni a korong mozgéaséat, vagy megfigyel-
te a,,Jezzbair nev(, néhany éve divatban volt egyszer(i szamitogépes jatékban a falrél és
egymésrol visszapattand golyocskdk mozgasat, rajohetett, hogy a - jelentds részben Neu-
mann gondolatai alapjan kifejlesztett - szdmitogép épp a kinetikus gazelmélet fentebb fel-
vazolt programjét valdsitja meg: adott kezdeti helyzetb6l adott sebességgel inditva a golyé-
kat, kiszamitja mozgasukat. A mozgés allando sebesseégl és egyenes vonald, a falrdl torté-
nd visszapattands a mechanika torvényeit koveti, a golyok talalkozasakor pedig relativ
helyzetilk fiiggvényében valtozik meg a sebesség. Nem nehéz elképzelni ugyanezt sik he-
Iyett térben, harom dimenzidban, 6t vagy tiz golyd helyett pedig annyival, ahany molekula
a dobozba zart gazt alkotja.

Azaz - hany molekulardl is van sz6? Ma mar tudjuk, hogy a kdznapi mennyiségli gaz
molekuldinak szama az Avogadro-szam nagysagrendjébe esik, azaz kb. 10" molekula sza-
ladgél a tartalyban. Nincs (és még nagyon sokaig nem is lesz!) olyan nagy sebességui és nagy
memOriakapacitast szamitdgép, amely ennyi molekula mozgésanak kovetésehez sziikséges
sz&mitasokat real time el tudna végezni...

A helyzet tehat a kovetkezd: fizikailag egyszer(i modelllink a nagy részecskeszdm miatt
matematikailag kezelhetetlen. Zsakutcaba kerultiink, nem tudjuk leirni a gaz tulajdonségait.

Mikro- és makrojellemzék

De tulajdonképpen miért is lenne sziikségiink a gaz 0sszes részecskéje helyzetének és
sebességének ismeretére? A tapasztalattal valé dsszehasonlitdshoz? Ez biztosan nem igaz,
hiszen mérém(szereink sem képesek meghatarozni az egyes golyok helyzetét és sebesse-
gét. Végul is mi az, amit mériink a gazon? A termodinamikai allapotjelz6ket: térfogatot,
nyomast és hémérsékletet. Hogy fliggnek ezek dssze az egyes molekulak adataival?

Akinetikus gazelmélet megalapitdinak nagy érdeme, hogy erre a kérdésre valaszt adtak.
Szamitasaik nyoman kideriilt, hogy a gaz h6mérséklete egyszerlien az egy részecskére jutd
(mozgési) energidval aranyos. (A hémérséklet mértékegységeinek bevezetésekor ezt még
nem tudtak, ezért a hdmérsékletet nem energiaegységekben mérjiik. igy sziikségiink van
egy atvaltasi tényezdre: ez a nevezetes Boltzmann-allandé. A termodinamikai és statiszti-
kus fizikai szamitasok soran a h6mérséklet mindig a Boltzmann-allandéval megszorozva,
energiara atszamitva jelenik meg.)

De az egyes reszecskék energidja az Utkdzések sordn valtozik! Semmi baj: az atlagos
energiat kell tekinteni. Es mivel az egyes (itkdzések soran az energia megmarad, ezért a
rendszer 0sszenergidja is allando - igy elegend6 a tartalyba zart gdz molekuldinak 6sszes
energiajat dsszeadni, és elosztani a részecskék szamaval. Ezzel megkapjuk a gaz hémérsék-
letét, energiaban kifejezve.

Anyoméas pedig nem mas, mint a fellletegységre juto erd. Miért gyakorol a gz nyomast
afalra? Azért, mert az egyes részecskék a falnak itkozve visszapattannak, sebességik - igy



50 David Gyula

impulzusuk - falra meréleges komponense ellenkezéjére valtozik. Az er6 pedig nem més,
mint az id6egységenkénti impulzusvaltozas. Most mar csak azt kell tudni, hogy id6egysé-
genként hany molekula Utkozik a fal egységnyi teriletének. Ez pedig a gaz s(r(isége, azaz
a térfogategységenkénti molekuldk szama alapjan kbnnyen meghatarozhatd.

A fenti néhany bekezdés fizikai meggondolésait képletekre leforditva a kdzépiskolainal
nem nehezebb matematikaval levezethet6 a hires ,,altalanos gaztorvény”, azaz az idealis
gaz nyomasa, hémeérséklete, térfogata és részecskeszama kozti ismert sszefiigges.

Ez valéban egyszer(i - mit kellett ehhez Neumann Janosnak hozzatennie? Az 6rddg per-
sze a részletekben lakik.

77 7

IdGatlag

A gaztorvény legegyszeriibb levezetésénél szokas feltenni, hogy minden molekula mer6-
legesen (itkozik a falnak, és ugyanakkora sebességgel mozog. Ennyibdl ki is jon a tétel -
csakhogy a feltevések nem igazak! A molekulak egymassal folyamatosan utkdznek, mind-
egyik mas iranyban, mas sebességgel mozog. A fallal térténé ttkdzésiik soran egyszer tobb,
masszor kevesebb molekula érkezik, hol nagyobb, hol kisebb impulzust adnak at a falnak.
Azaz a falra gyakorolt er6hatas pontr6l pontra és id6rdl id6re gyors (itemben valtozik, in-
gadozik, ahogy mondjak:/ZiifoMU/.

Miért érzlink - s6t mériink - mégis allandé nyomast? Mert érzékszerveink és mlszere-
ink nem képesek kovetni ezt a gyors valtozast! Nem az egyes molekulék falra gyakorolt 16-
késeit érezzlik, hanem ennek éatlagat. Mintha az autopélya forgalméat hossz( tavon kovet-
ve nem az egyes kocsikat detektalnank, hanem az éranként &thaladt acél mennyiségét mér-
nénk meg valami (bizonyara magneses) mérémdszerrel. A hasonlat annyiban santit, hogy
sok nagysagrenddel tébb molekula egyedi eseményeire kell atlagolnunk, mint az ember &l-
tal elGidézett, statisztikusan vizsgalhaté jelenségek esetében.

Mekkora ez az étlagolas! id6? Az emberi érzékszervek felbontésa kb. egy tized méasod-
perc - egymast ennél gyorsabban kovetd jelenségeket mar nem tudunk megkiilénbdztetni.
Muiszereink ennél jobb felbontasink, de a klasszikus fizika legtobb terliletén meg sem ko-
zelitik a molekularis jelenségek vizsgélatdhoz sziikséges érzékenységet.

Hasonlé a helyzet a statisztikus fizika mas alkalmazasi teriiletein is. Minden makroszko-
pikusan mérhet6 adat mikroszkopikus, térben és id6ben gyorsan valtozo jelenségek atla-
gakent all el6. A valddi érték az atlag korul gyorsan valtozik, fluktual. A legtbb esetben
csak az atlagot mérjuk. Nagyon specidlis esetekben a fluktuéciok is észrevehetbk. Ez a
helyzet a radidadordl elhangolt, csak a magéaban a berendezésben ,,céltalanul” mozgo
elektronok altal képviselt zajt felersitd radiokészulék, vagy a tévéadas megsziintét kove-
téen a képernyén megjelend ,,hangyafoci” esetén: ekkor magat a (nulla) atlagjel kordli in-
gadozast, fluktuaciot halljuk vagy latjuk. Egy masik érdekes példa az Un. Brown-mozgas:
itt a molekulak mozgasanak fluktuacidi - ha nem is makroszkopikusan, de - mikroszkdp
alatt kozvetlenul szemugyre vehet6k.

Teérjunk vissza a dobozba zéart gazhoz. Ha ezt kdrnyezetétdl hiszigetel fallal zarjuk el,
akkor nem cserélhet vele energiat, igy a benne levd energia allandé lesz. Ha hészigetel6
doboz helyett pl. egy nagyobb, allandé hémérsékletl edénybe, Un. hétartalyba helyezzik a
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gaztartalyt, akkor a gaz energiaja sem lesz allandd, hanem a kornyezettel torténd energia-
csere miatt az atlagérték korul fluktual. A makroszkopikusan észlelt nyomas viszont mind-
két esetben az id6ben gyorsan fluktual6 eréhatasok idébeli atlaga.

Hogy kell ezt az idébeli atlagot képezni? Képzeljik el, hogy vannak olyan pontos m-
szereink, amikkel az egyes molekulék sorsat is kdvetni tudjuk. Mérjiik meg tehat igen
hosszt id6n &t (pl. egy tized mésodpercig, ami a molekuldk ttkozései kozt elteld atlagos
id6hoz képest maga az drokkévalosag!) az egyes molekulék altal a falnak &tadott impul-
2ust, adjuk ezeket 0ssze, majd osszuk el az eltelt l1d6vel. Ha ezt a proceduréat csak rovid ide-
igfolytatnank, az eredmény erdésen ingadozna. Ahogy azonban az atlagolasi id6 nd, és je-
lent6sen meghaladja az elemi események nagyséagrendjét, a gorbe kisimul, és egy hataro-
zott atlagértékhez tart. Ez lesz a keresett id6atlag, a makroszkopikusan észlelheté nyomas.

Anhelyzet hasonlit a ,,fej vagy iras” jatékhoz. Dobjunk sokszor egy érmével, és jegyezziik
fel a fejek ardnyét. Az eleinte hektikusan ingadoz6 gorbe mind kozelebb kertl az 1/2 ér-
tekhez, ami az elméletileg varhatd eredmény, a ,.fej” dobés val6szindsége.

Valdban igy van ez? Mit sz6Inank, ha
mondjuk harmincezer dobas utan a fejek
ardnya csak 42% korll ingadozna? Bizo-
nyéra arra gondolnank, hogy csalés tortént,
az érmét preparaltak, valaki be akar csapni
benniinket. A ,.fej vagy iras” jaték el6felté-
tele az elemi események (a ,.fej” és az
Wr8s”) egyforma valdszinlisége. Hogyan
tudjuk ellendrizni ennek fennallasat? Csak
ajaték tényleges lefolytatasaval, az ered-
mények statisztikai elemzésével. (Persze
ha kiderdl hOQy cinkelt érmevel van dol- 2 abra. ,,Fej vagy iras"jaték. A gérbe a ,,fej”dobasok re
gunk’ meg rmn,(jlgj,a:[s,z’h@tunk |gazs§,g051a- lativ gya'I;oriJséggél{ mutajtja a dot?ésszém'%[]glgvényében (a
tékot: a ,,fej €S ,,Iras tenyleges el6fordu- vizszintes tengely beosztésa logaritmikus). Az dbra nem
lasénak arényéban modositanunk kell a té- szamitégépes szimulacié, hanem valédi érmedobasok
teket és a nyereményeket.) sorozatan alapul.

Hasonl6 helyzet eléfordulhat a moleku-
lak vildgéaban is. Képzeljik el, hogy kezdetben az 6sszes molekula az edény bal oldali falé-
rdl van, mindegyikilk sebességvektora parhuzamos egymassal, és a jobb oldali fal iranyaba
mutat. (Valdszindtlen? Az, de nem lehetetlen.) A molekulak végig parhuzamosan mozog-
nak, egyszerre adjak at impulzusukat, és egyszerre fordulnak vissza. Aztan az edényt oda-
vissza bejérva ismét egyszerre 10knek egy nagyot a jobb oldali falon. A falnél (6 megfigye-
16 &ltal regisztralt id6atlag nagyon specidlis flirészfogas szerkezetet fog mutatni - esze aga-
ban sincs simén hozzésimulnia az tlagértékhez.

Az ilyen val6szindtlen, de nem lehetetlen események leirdsara a matematikusok egy
specidlis kifejezést hasznélnak: nullmértékii halmaz. Ennek megértésehez képzeljunk el egy
hasonld szituaciot: nyillal 16viink egy kor alaki céltablara, kiléndsebb célzés és céllovéi ér-
zék nélkil. Tegyuk fel, hogy csak azokat az eseményeket vessziik figyelembe, amikor egy-
altalan eltalaljuk a céltablat. Mi annak a valdszintisége, hogy a tabla jobb felébe talalunk?
Mindenki ravagja, hogy 50%. Itt is vannak ki nem mondott feltevéseink, mint a pénzfeldo-
béasnal (nem haz félre az ij, nem fordulunk el 16vés kdzben, nem fUj a szél) - ezek lényegé-
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ben azt fejezik ki, hogy az elemi események egyforméan valoszinlek. Csakhogy a pénzfel-
dobéassal vagy a kockadobéssal ellentétben itt végtelen sok ,,elemi esemény” van, hiszen a
tabla végtelen sok pontja kdzul barmelyiket eltalalhatjuk! A lehet6ségek egyszer(, kombi-
natorikai szambavétele most nem segit. Gombérzékiink viszont azt stgja, hogy a valészin(-
ség a vizsgalt tartomany mértékével, teriiletével aranyos.

Mekkora a valdszin(isége a tabla kozepén levé, fele akkora sugart kor eltalalasanak?
Nyilvanval6an 25%, hiszen ennek terlilete pont negyede a teljes tablaénak.

Es mekkora annak a val6szin(isége, hogy pontosan a céltabla kozéppontjat talaljuk el?
Természetesen nulla, hiszen a pont ,.teriilete” nulla. Am ez nem lehetetlen esemény!

A diszkrét események val6szinliség-elméletében megszoktuk, hogy a nulla valészin(iség
a lehetetlen esemény jellemz6je. (Példaul két kockaval dobva nulla annak esélye, hogy a
pontok 6sszege 13 legyen - ilyen esemény egyszer(ien nem fordul el6 a lehetéségek halma-
zéban.) Folytonosan sok lehet6ség esetén méas a helyzet. A céltabla kozepének eltalalasa
nem lehetetlen, de nulla val6szin(iségl esemény. Ennek a célhalmaznak a teriilete, ,,mér-
téke” nulla. Ebb6l a példabol kiindulva - de persze pontos matematikai definiciokkal ala-
ddcolva - vezették be a matematikusok a nullmértékii halmaz fogalmat. Ez a lehetséges
események egy olyan részhalmaza, amelynek ,,eltalalasa” nulla val6szinGség(, &m nem le-
hetetlen.

Az a sejtésiink, hogy a fenti, igen mesterkeéltnek tiné kezdéfeltétel a molekuldk mozgé-
sénak egy olyannyira specialis esetét valdsitja meg, ami - bar nem ab ovo lehetetlen - igen
valdszindtlen, s6t szeretnénk azt mondani: nulla valészin(iségli. Azaz gyakorlatilag soha-
sem fordulhat eld.

Ez az eset azonban arra figyelmeztet, hogy nem magatol értet6dd az idéatlagok képzé-
se, hiszen el6fordulhatnak olyan esetek, amikor az atlag nem koveti varakozéasunkat.

A fenti példaban a gaz altal a falra gya-

korolt nyomast vizsgaltuk. Nyilvanvald,

t«0 hogy barmilyen mas fizikai informacio,
amit a gazrol szerezhetiink, kiszdmithato
(elvileg legalabbis) a molekulak helyzete és
sebessége (vagy Impulzusa) alapjan. A
makroszkopikus mérések eredményét pe-
dig mindig a fentihez hasonl6 id6atlag adja.

Mi van akkor, ha nincs - mint fentebb
feltételeztik - olyan szupermszerink,
3. abc adbra. Gazmolekuldk mozgasa kiilénboz6 kezd6- ame|y az egyes molekulak mozgését is de-

t>0

allapotok esetén: =~ , tektalja? Kénytelenek lesziink visszatérni
aj atlagos kezdéallapot, atlagos folytatas, L ’ .. .

h) specialis kezd6allapot, atlagos folytatés, k?l’abt.)'l, mar kIVIh_ete_tIenne"k PIZOHyUH te.l.’-
¢) specialis kezddallapot, specialis folytatas. viinkhoz: matematikai eszkozokkel kell ko-
A c) esetnek megfelels, tulsagosan szabalyos kezd6alla- vetnlink az egyes molekulak mozgését, ez-
potok nullmértéki halmazt alkotnak a fazistérben. utdn - minden pi||anatban ismerve az

Osszes molekula helyzetét és sebességét - ki
tudjuk sz&mitani a keresett fizikai mennyiséget, majd (ismét nem méréssel, hanem szami-
tassal) elkészithetjlik az id6atlagot is. E program végrehajtasa sajnos reménytelen. Van-e
valami olyan triikk, amivel e procedura elkeriilhet6, és mégis megkaphatjuk a helyes ered-
ményt?
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Eloszlasfuggveny

Két zsenidlis gondolat segit ki a csavabol, egyben konkrét szamitasi modszert is nydjtva
afizikusoknak. Az egyik gondolat a molekulak egymastdl valé megkilonboztethetetlensé-
gét hangsulyozza. Nem az szamit, hogy adott pillanatban melyik molekula 16ki meg adott
erbvel az edény falat, csak az, hogy adott id§ alatt hany egyforma sebességli molekula ér-
kezik a falhoz. Ezért elegendd a molekulak helyett eloszlasukkal foglalkozni.

Soroljuk a gz molekulait osztalyokba (pl. x koordinataja 1és 1,01 kézott, y koordinata-
ja 0,42 és 0,43 koz6tt, z koordinataja 1,36 és 1,37 kozott, sebességének iranyszoge 10 és 11
fok kdzott, nagysaga pedig 555 és 556 m/s koz6tt van stb.), és mondjuk meg, hogy egy adott
pillanatban melyik kategériaban éppen hany molekula van - ezzel definialtunk egy elosz-
last (vagy eloszlasfliggvényt).

Az eloszlas ismeretében ki tudjuk szamitani a makroszkopikus mennyiségeket - hiszen
azok ugysem érzékenyek a molekulék egyediségére, csak az egyes kategdridkba kertilt mo-
lekuldk szama sz&mit.

Vigyazni kell azonban az id6atlag képzésénél, hiszen az eloszlasfiiggvény idében vélto-
zik Hogy hogyan valtozik, az természetesen a molekuléris dinamika alapjan vezethet6 le.
Az eloszls altaldban nem marad allando, mert az egyes molekulak a mésodperc téredéke
mulva bekovetkez6 Utkdzésik sordn atkerllnek egy masik kategdridba, hiszen sebességik
irénya és nagysaga is megvaltozik. El&fordulhat azonban, hogy egy mésik molekula épp az
el6z6 helyére keril, azaz sebességének nagysaga és irdnya egy utkodzes kdvetkeztében épp
az el6z6 cimkének megfeleld lesz. Boltzmann felallitott egy igen bonyolult egyenletet (a
rdla elnevezett transzportegyenletet), amely leirja a mozgas és (itkdzés kdvetkeztében fel-
1épd kategdriavaltasokat.

Lattuk, hogy van olyan eset, amikor a molekuldk mozgasa, eloszlasa - és ennek kovet-
keztében az adataikbol készllt statisztika - ,,nem tipikus’’ De mit nevezhetiink ebben az
esetben tipikusnak?

Maxwell és Boltzmann, a kinetikus gazel-
mélet alapito atyai azt felelték: az nrepro-
dukalo eloszlasokat tekinthetjuk tipikusnak.
Ez amésik fentebb emlitett zsenialis gondo-
lat. A Boltzmann-féle transzportegyenlet
segitségével valaszolni lehet arra, milyen az
az eloszlas, amely reprodukalja énmagaét,
azaz id6ben nem valtozik: az egyes kateg6-
riakbdl kilépé molekulak helyébe ugyan-
annyi mésik lép. igy kapjuk a nevezetes
Maxwell-eloszlést. Az 4bra a sebesség nagy- O
saga szerinti eloszlasflggvényt mutatja be - 500 1000 1500 2000
asebességvektor minden iranya, valamintaz =~ 4. ébra. A gazmolekulak sebességének egyenslyi
eknyen el tsatloges pontoan valdtar- e Soior sl e v 5 e
tozkodas e,gyforman VE:II!OSZII’]U. - , tlntettik fel. A vizszintes tengely a molekulak segkljisség);,e’t

Ha a gaz molekulainak eIOSZIanUggve' jeldli, m/s egységekben. A gbrbe magassaga az adott se-
nye egy adott pillanatban Maxwell fliggvé-  bességt molekulak relativ gyakorisagaval aranyos.

\20°c N,
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\56 0°C
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nyének megfelel6 alaku, akkor az titkdzések ellenére késébb is ilyen alaki marad. A mak-
roszkopikus mennyiségeket pedig az egyes részecskékre vett atlag segitségével szamithat-
juk ki. Ha az eloszlas id6ben nem valtozik, e mennyiségek is allandéak maradnak. Siker(lt
végre leirnunk egyszeriinek latszd fizikai objektumunkat, az edényben békésen kuksold,
id6beli valtozast nem mutatd gézt!

A transzportegyenlet mddszere jol bevalt az ideélis géz esetén, de nem &ltalanosithato
minden sok részecskébdl allé rendszerre. Részben azért, mert a szabad mozgas (ami az
idedlis gaz esetében a molekulak két (itkdzés kozotti egyenes palyaju, allandd sebességl re-
pulése volt) leirasa is nehéz, masrészt az egyes alkotdrészek kozti kolcsonhatas is sokkal
bonyolultabb az ideélis gaz részecskéinek tkozésenél.

Fazistér és fazispalyak

Gibbs amerikai fizikus volt az, aki megtalélta azt a kulcsot, amely a statisztikus fizikéat
bonyolult rendszerek leirasara is alkalmas hatékony fizikai elméletté tette. Ez a kulcs a sta-
tisztikus sokasagok modszere volt, sarkkdve pedig az ergodikus hipotézis.

Illusztracidképpen térjunk vissza ismét az idedlis gazhoz, és nézziik meg, hogy irna le ezt
a rendszert egy matematikai fizikus, aki még sohasem hallott a termodinamikarol, viszont
alaposan megtanulta Newton klasszikus mechanikajanak a X1X. sz&zad folyaman kifundalt
tovabbfejlesztését és altalanositasat, a Hamilton-féle mechanikat!

Tudjuk, hogy a tobb részecskébdl all6 rendszer allapotat egyértelmiien meghatarozza
Osszes részecskéje helyvektoranak 3-3, és impulzusvektoranak 3-3 komponense. Ha ezeket
a mennyiségeket az idd fliggvényében ismerjiik, mindent tudunk a rendszerrél. Barmely
mas fizikai mennyiség e valtozok fliggvényeként allithato el6.

A Hamilton-féle mechanikaban szokas az N részecskébdl all6 rendszer helyvektorainak
és impulzusvektorainak dsszesen 6N komponensét egy 6N dimenzids tér, afazistér koordi-
natainak tekinteni. E tér minden pontja a teljes rendszer egy lehetséges allapotanak felel
meg. A rendszer pillanatnyi allapotat a tér egy pontja jellemzi. A rendszer id6beli fejl6dé-
sét e pont elmozdulésa jelzi a fazistérben (e mozgéasra vonatkoznak Hamilton Un. kanoni-
kus egyenletei). Ha a rendszer mozgasa soran id6atlagot akarunk képezni, akkor a fazis-
térben bejart palyat kell kdvetniink, és a vizsgalt fliggvényeknek az egyes fazispontokban
felvett értékeire kell atlagolnunk.

A rendszer mozgéasat bizonyos feltételek korlatozzak. Ezek legfontosabbika az ener-
giamegmaradas: a mozgas soran a rendszer teljes energiaja allandé marad. Az energia is
fizikai mennyiség, ennek értéke is kiszamithaté az egyes tomegpontok helyzete és impul-
zusa, azaz a fazistérbeli pont koordinatai alapjan. Tehat a fazistér minden pontjahoz meg-
hatarozott energiaérték tartozik. Megforditva: az energia értékének rogzitése kijeldli a fa-
zistér pontjainak egy részhalmazat, az un. energiafeluletet. (Szemléletesen nem tudjuk el-
képzelni a sokdimenzios tereket. Ezért szemiink el6tt mindig egy haromdimenzids abra le-
beg. Ha a féazistér haromdimenzids lenne, akkor az &llando energidhoz tartoz6 részhalma-
zok kétdimenzios - éaltaldban bonyolult médon gorbul6, kanyargé - feluletek lennének. In-
nen az energiafelllet neve.)
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Az energiafeliiletek nem metszik egy-
mést, hiszen a metszéspont egyszerre két
energiaértékhez tartozna. Ugy képzelhet-
jUk 6ket, mint a hagyma egymast kovet6 ré-
tegeit.

Arendszer mozgésat leird gorbe mindig
egyenergiafelileten kanyarog. E fazispalya
Onmagét sem metszi, hiszen akkor a fazis-
tér egy pontjabol, azaz a rendszer egy meg-
hatérozott allapotabdl kétfelé is vezetne a
jovdbeli fejl6dés Utja. Ezt pedig a newtoni
fizika determinizmusa (a kezd6allapot egy-
értelm(ien meghatarozza a rendszer tovab-
bi sorsét) kizérja. Ugy gondolhatunk a f&-
zispélydkra, mint az energiafeluleten lefek-
tetett sinekre. A kezddpillanatban a rend-
szert rahelyezzilk a fazispalya egy pontjara,
ésaz ott athalado sinen, a Hamilton-egyen-
letek ltal meghatarozott sebességgel moz-
0o vonat viszi tovabb a rendszert.

Bar eredetileg a sok tdmegpontbdl all6
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5. dbra. Energiafeliiletek ésfazispalyak. A rendszerfazis-
terében hagymahéjszen‘ien helyezkednek el a kiilénb6z6
energiaértékekhez tartoz6 energiafeliletek. Az adott
energiaju rendszerfazispalyaja a megfeleld energiafelule-
ten kanyarog. A kuldnbozéfazispalydk nem metszik egy-
maést, hiszen a mozgéastorvények egyértelmien meghata-
rozzak a rendszer tovabbi fejl6dését, ezért elagazas nem
lehetséges. Ha az ergodikus hipotézis igaz lenne, egyetlen
(igen kanyargés) fazisgorbe bejarné az egész energiafelu-

letet. Az dbran vazolt eset kozelebb all a valésagos (Neu-

rendszer leirdsara vezettik be, a fazistér és . e .
mann kvaziergodikus tétele altal leirt) helyzethez.

avele kapcsolatos fogalomrendszer tetsz6-
leges klasszikus mechanikai rendszer leirasara is alkalmas. Az energiafeliiletek és az azon
kanyargo fazispalyak képe altalanos, minden mechanikai rendszerre érvényes (amennyiben
arendszer zart és konzervativ, azaz a mozgas soran az energia megmarad).

Ez a geometriai jellegli kép (amely az eredeti newtoni mechanika ekvivalens matemati-
kai atfogalmazasa) rendkivil impresszivnek és termékenynek bizonyult, és sok tudoma-
nyos gondolat kiindulépontjul szolgalt.

Az ergodikus hipotézis

Tobbek kozétt annak a(z elsd pillantasra egészen meghdkkentd) sejtésnek a kimonda-
sahoz is elvezetett, mely szerint egy eléggé bonyolult rendszer fazispalyaja a megfelel6
energiafeliilet minden pontjdn &thalad. Ez volt az ergodikus hipotézis eredeti forméja
(Boltzmann 1871).

Ez a hipotézis kdnnyen cafolhat6. Tegyuk fel, hogy az energian kivil van még egy
megmaradd mennyiség, egy mozgéaséllandd. Ennek megadott értéke szintén kijeldli a fa-
zistér egy részhalmazat. A rendszer fazispalyajanak mindkeét részhalmazon (az energia és
amasik mozgaséllandé altal kijelolt felileten) rajta kell maradnia, ezért csak e két fel-
let kozOs részén mozoghat (ami &ltaldban még alacsonyabb dimenziéju halmaz: pl. két
fellllet k6zos része altaldban egy vagy tébb gorbe) - igy nem jarhatja be a teljes energia-
feluletet.
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Egy maésik ellenvetés igy szdl: ha egyetlen gorbe bejarna a teljes felliletet, akkor lénye-
gében csak egyetlen (adott energiaju) fazispalya lenne - a rendszer kiilénbdzd kezd6felté-
telli (de azonos energidju) mozgéasai ugyanannak az egyetlen mozgasnak egymastol idében
eltolt példanyai lennének. Ez elképzelhetd lenne, de hamar szilettek konkrét ellenpéldak.

Ha ennyi és ilyen sulyos ellenvetés sz6l ellene, miért ragaszkodtak a fizikusok mégis az
ergodikus hipotézishez (és miért gyartak-gyémaoszolték kés6bb olyan alakra, hogy a fenti
egyszer( ellenérvekkel mar ne lehessen belekotni)? Azért, mert egyszer( és frappans meg-
oldast kinal a korabban részletesen elemzett probléméra, a bonyolult rendszerek fejl6dé-
se soran definialt id6atlagok kiszamitasara!

Statisztikus sokasagok

Fogadjuk el egy pillanatra igaznak az ergodikus hipotézist! Ha a rendszer fazispalyaja
bejarja a teljes energiafeliletet, akkor a palya menti id6atlagolas helyettesithetd az ener-
giafelllet pontjaira vett atlagolassal. Csak azt kell tudnunk, hogy az energiafellilet egyes
pontjait milyen sullyal vegyik figyelembe. Azaz azt, hogy az egyes pontok kérnyékén mi-
lyen sokaig tartézkodik a rendszer. Ez pedig a mozgasegyenletek alapjan kdnnyen megtud-
hato.

Miért jobb, miért egyszer(ibb az energiafelulet pontjaira atlagolni, mint a rendszer tény-
leges mozgasara? Mert az utébbit altaldban nem ismerjiik! Még a legegyszer(bbnél kicsit
bonyolultabb klasszikus mechanikai rendszerekre is reménytelen a mozgasegyenletek pon-
tos megoldasanak felirasa. Példaul mig az egymas gravitacios terében mozgo két témeg-
pont mozgasegyenleteinek egzakt megoldasat évszazadok 6ta ismerjik (ez az tn. Kepler-
probléma, megoldasai a bolygok jol ismert ellipszispalyai), addig a haromtest-probléma,
azaz harom, egymast kdlcsondsen vonzo test mozgasegyenleteinek megoldasa a matemati-
ka legnehezebb feladatai kozé tartozik. Evszazadok 6ta bibel6dnek fizikusok és csillagé-
szok a haromtest-probléma egy-egy specialis esetének vizsgalataval - az ltalanos megol-
das megtalélasara nincs remény. Amikor viszont a mozgés egyszer(, akkor a részecskék
nagy szama allithat lekiizdhetetlen technikai nehézségeket a megoldas elé - ilyen az ideé-
lis gaz korabban részletesen megvizsgalt problémdja.

Tehat az &ltaldnos mechanikai rendszer mozgasegyenleteit fel tudjuk irni, de megolda-
ni nem tudjuk. igy hidba tudjuk, hogy az energiafellleten valahol ott kanyarog a rendszer
fazispalydja, sohasem fogjuk megtalalni, pontosan merre isjar. A palya mentén id6atlagot
szamolni ezért teljesen reménytelen vallalkozés. Ha viszont az ergodikus hipotézis igaz, ak-
kor nem kell tor6dni a fazispalyaval (amely Ugyis felkeresi az energiafelulet dsszes pontjét,
de a fizikust - és az atlagot - nem érdekli, hogy milyen sorrendben), és elegendd az ismert
struktlraju energiafeliletre atlagolni.

Gibbs ugyanezt kissé masképp fogalmazta meg, de a fizikai (és matematikai) kovetkez-
mények azonosak. Képzeljuk el a vizsgalt fizikai rendszert nagyon sok példanyban. A kil-
s6 keényszerek altal rogzitett makroszkopikus kényszerfeltételek (pl. az idedlis gézt tartal-
mazd edény térfogata, a rendszer teljes energidja stb.) legyenek azonosak, de a rendszer
bels6 szerkezete tetsz6leges lehet. Az idedlis gaz példajan: ugyanakkora térfogatot, nyo-
mést és hémérsékletet a molekulédk nagyon sokféle eloszldsa megvaldsithat. igy is fogai-



Rejtett paraméterek .. . 57

mazzék: azonos makrodllapothoz nagyon sok mikroallapot tartozhat. (Eme mikroéllapo-
tok szama a makroallapot rendezetlenségének mértékéll szolgalhat: e szam logaritmusat
azonositotta Boltzmann az entrépia nev(i hires - vagy inkdbb hirhedt - mennyiséggel,
amely a termodinamika masodik f6tétele szerint minden fizikai folyamatban né, id6beli
aszimmetriat, irreverzibilitast hozvan a makrovilagba.) Gibbs nyoman a fizikai rendszer
eme kopiainak, sok-sok példanyanak osszességét statisztikus sokasagnak nevezzilk, a rend-
szer egyes példanyai a sokasdg elemei. (Vegyik észre az érdekes szemléletvaltast: az ere-
deti kinetikus gézelméletben a molekuldk nagy szdma miatt merilt fel a statisztikai,
val6szin(iség-szamitési modszerek alkalmazasanak igénye. Gibbsnél a teljes, sokatomos
rendszer mar csak egy példany a statisztikus sokaségban - a sok molekula ,,csak arra val4”,
hogy a rendszernek elég sok lehetséges belsd allapota legyen, ezért érdemes legyen statisz-
tikus sokasagot késziteni. Ez nem sziikségszer(, ezért a statisztikus fizika alkalmazhat6 bo-
nyolult, de nem atomos-molekuléris struktdraju rendszerek, pl. az elektromagneses mez6
leirdsara is.)

A fizikai mennyiségek atlaganak kiszamitasara Gibbs ezekre a sokasagokra alapozva
dolgozott ki eljarast. A f6 kérdés az, hogy melyik Gibbs-egyedet milyen sullyal kell figye-
lembe venni az &tlagoldsnal. Erre a kérdésre Gibbs nagyon egyszer( valaszt adott: mind-
egyiket ugyanakkora sullyal. (Gondoljunk a pénzfeldobas vagy a kockadobas példajara,
ahol apriori egyformanak gondoljuk az egyes elemi események valdszin(iségeit, vagy a fi-
zikai esetekhez kozelebb &ll6 masik példara, a nyilakkal val6 vaktaban 16voldozésre: sem-
mi sem tlnteti ki eleve a céltabla egyes pontjait, ezért minden tartomany eltalalasanak va-
l6szin(iségét a tartomany nagysagéval, mértékével aranyosnak tételezzik fel.) A Gibbs-
sokasag elemei megfelelnek a fazistér energiafellilete egyes pontjainak. 1débeli valtozas-
rol, fejlédésrdl nincs szd, az e mddszerben nem szerepel. Viszont Gibbs feltételezése az
azonos statisztikai stlyokrol csak akkor helytéllo, ha igaz az ergodikus hipotézis, tehat a fi-
zikai rendszer iddbeli fejlédése soran valdban végiglatogatja a fazistér energiafellletének
minden pontjat, azaz minden Gibbs-egyedet.

Az ergodikus probléma

Az ergodikus kérdés tehat teljes altalanossagaban igy szol: megegyezik-e tetszéleges fizi-
kai mennyiség Gibbs-féle sokasdgatlaga a rendszer id6fejl6dése altal definialt id6atlaga-
val?

Ha igaz lenne az ergodikus hipotézis, azonnal igennel felelhetnénk az ergodikus kérdés-
re. Esjo lenne igennel felelni, mert a Gibbs-maddszert felhasznalva termékeny és szerteéga-
z6 statisztikus fizikai elmélet fejl6dott ki a XIX. szézad utols6 és a XX. szdzad els6 évtize-
deiben. De ez az egész hatalmas és szépséges elmélet homokra éplilt, amig az ergodikus
kérdésre pozitiv valasz nem érkezett.

Az ergodikus hipotézis tal er6s, sok ellenérv szol ellene. Lehet-e Ggy gyengiteni, hogy
igaz legyen, és mégis pozitiv valasz kdvetkezzen bel6le az ergodikus kérdésre? Ezen dolgo-
zott a XX. szé&zad elején szdmos fizikus és matematikus.

Viszonylag egyszer(en kivédhet6 az elsé emlitett ellenérv, a masik megmarad6 mennyi-
ség kérdése. Ha ez a mennyiség egyszer(ien megadhato, akkor elég a fazistér azon tarto-
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manyara korlatoznunk magunkat, ahol ez a mennyiség adott értéket vesz fel. Vizsgaljuk
meg ismét a tartalyba zart idedlis gazt! Ha az egész tartaly all hozzank képest, akkor nyil-
vanvald, hogy a gazmolekulak impulzusanak (vektor!) dsszege zérus. De ha attériink egy
olyan megfigyel&re, aki szép lassan elsétal a tartaly mellett, akkor az 6 koordinata-rendsze-
rébél nézve minden molekula impulzusvektora megvaltozik, a rendszer teljes impulzusa
pedig nem lesz nulla. Vilagos, hogy egy ilyen leirasbeli killénbség semmiféle hatassal nem
lehet a vizsgalt rendszer belsd viszonyaira, termodinamikai tulajdonsagaira. Egyszer( tehat
a megoldas: kossuk ki, hogy a molekuldk dsszimpulzusa legyen nulla. Ezzel a rendszer ere-
deti fazisterét (amelyben mindenféle dsszimpulzusérték el6fordulhatott) korlatoztuk, de
nem valtoztattunk a rendszer lényeges tu-
lajdonsagain. Hasonloképp  kezelhet6k
azok az univerzalis megmaradasi tételek,
amelyek - Emmy Noether tétele alapjan -
a térid6 szimmetriatulajdonsagaibol szar-
maztathatdk, és amelyek kvantummechani-
kai implementélasaval épp Wigner Jend,
Neumann baratja és munkatarsa ért el at-
ut6é sikereket, amikor (Neumann tanacsa-
ra) a szimmetridk matematikai elméletét, a

csoportelméletet alkalmazta leirasukra.
Bonyolultabb a helyzet, ha a masik meg-
maradasi tételt nem altalanos szimmetria-
elv kényszeriti ki, hanem a rendszer sajat
dinamikaja. Ismert példaul a Kepler-prob-
Iéma esetén egy sajatos, csak erre a fizikai
feladatra jellemz6 megmaradd mennyiség,
a Runge-Lenz-vektor. A XIX. szazad fo-
lyaman (f6leg égimechanikai kérdések vizs-
galata nyoman) a fizikusok alaposan meg-

6, &bra. ld6atlag és sokasagatlag. Az elsé abra azt mu-
tatja be, hogy az id6atlag képzésekor végig kovetjuk a
rendszer mozgasat a (vastagon rajzolt) fazispalyan, és
ennek sorén szamitjuk ki a fizikai mennyiségek &tlagat.
A tdbbi abra a statisztikus sokasagotjelképezi: a rendszer
mikroallapotuk kulénboz6. Az egyes képidk allapotéat a
fekete golyok jelzik. Az ergodikus hipotézis szerint ezek a
kopidk ugyanannak a fazispalyanak més-maés pontjan
jarnak, ezért az egyes kdpidkra torténd atlagolas eredmé-
nye megegyezik az id6atlaggal. Figyeljuk meg, hogy az
abran vannak olyan tartomanyok, ahova a fazispont
nem jut el (pl. a kis zart gérbék belsejébe). Neumann
részletesen foglalkozott ezzel a problémaval is.

vizsgaltak, mikor bukkannak fel egy rend-
Szer mozgasa soran sajatos mozgasallandok
(ez a sz6g- és hatasvaltozok mddszere).
Ezeknek az allandoknak a Iéte ellentmond
az ergodikus hipotézisnek, de nem kiszo-
bolhet§ ki az el6bb vézolt, az 6sszim-
pulzusra alkalmazott trividlis médon. A
statisztikus fizika kutatdi nagyot sdéhajtot-
tak tehat, és visszavonultak: csak olyan
rendszerekre tartottak ki a hipotézis mel-
lett, amelyekben az energidn kivil nincs
mas megmaradd mennyiség.
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A kvaziergodikus hipotezis

A masik, korabban emlitett nehézség csak joval ravaszabb mddon volt kikiiszébolhetd.
Ha a fazispalya az energiafeliilet minden pontjan athaladna, akkor csak egyetlen fazispa-
lya lenne. Amugy elég nehéz elképzelni ilyen alakzatot... A probléma abban all, hogy egy
egydimenzios alakzattal, egy vonallal akarunk lefedni egy sokdimenzios alakzatot, az ener-
giafellletet. Miért is van erre szikség? Mert igy szerepelhet az energiafeliilet minden pont-
ja a sokasagatlagban. De ennek van mas mddja is - és a matematikusok erre is kitalaltak
egy alkalmas fogalmat, a mindenditt sr(i halmaz fogalmat.

Tekintsiik a valos szdmegyenest, és vizsgaljuk a racionalis koordinataju pontokat, azaz
azon pontokat, amelyek koordinataja két egész szdm hanyadosaként felirhatd. E pontok-
bdl nyilvanvalan végtelen sok van, azonban ennél sokkal ersebb allitast is kimondhatunk
elhelyezkedésukrél: az egyenes tetsz6leges pontjanak tetszéleges kozelségében is talalunk
ilyen racionalis koordinataju pontot.

Elsé pillantasra azt gondolhatnank, hogy a raciondlis szamok teljesen kitoltik a szam-
egyenest. Valasszunk két racionalis koordinataju pontot, és keressiik meg a felezépontju-
kat. E pont koordinataja nyilvanvaldan a két eredeti szdm szamtani kdzepe lesz, ami - a
tortek 0sszeadasanak szabalya alapjan - szintén racionalis szam lesz. Felezziik meg ezutan
az egyik eredeti szam és a most kapott Uj szdm kozti intervallumot - Ujabb racionalis sza-
mot kapunk. Az eljaras vég nélkil folytathatd. igy tetsz6leges, akarmilyen révid interval-
lum belsejében is talalhatunk végtelen sok raciondlis koordinataju pontot.

De - aszemléletes varakozastdl eltér6en - az egyenes nem minden pontja raciondlis ko-
ordinataju! Elemi bizonyitassal belathatd, hogy pl. nem irhaté fel két egész szam ha-
nyadosaként, un. irraciondlis szdm. (Annak idején ez a felfedezés nagy sokkot valtott ki az
oOkori gorog matematikusok korében - addig ugyanis nyilvanvalonak vették, hogy barmely
szakasz hossza kifejezhet6 két egész sz&m hanyadosaként, aranyaként. Egy legenda szerint
e dobbenetes felfedezést megiinneplendd szaz okrot aldoztak az isteneknek. Egy mésik le-
genda szerint az6ta félnek az 6krok a tudoményos haladéstdl.)

A matematika kés6bbi fejl6désével, a XIX. szazad végén Cantor altal kifejlesztett hal-
mazelmélet kereteiben az is kiderilt, hogy az irraciondlis szdmok jéval tébben vannak,
mint a racionalis szamok (szakkifejezéssel: nagyobb a szamossaguk). Mégis: barmely irra-
cionalis szamhoz tetsz6legesen kozel talalunk raciondlis szamot. Ehhez elég arra gondol-
ni, hogy az irraciondlis szamok felirhatok végtelen tizedes tort forméjaban. Ha azt kérdez-
zik, van-e raciondlis szdm mondjuk a n (amely szintén irraciondlis) szdmtél egymil-
liomodnyi tavolsagon bellil, egyszer( a valasz: irjuk fel a n tizedestort-alakjanak elsé né-
hany jegyét: n = 3,1415926..., kerekitslik ezt hat tizedesre, majd ndveljik meg eggyel az
utolsd szamjegyet: 3,141592 és 3,141593 egymastdl pontosan 0,000001 egységnyi, azaz
egymilliomodnyi tavolsagban van, kdztiik ott a k, amelyet tehat mindkett6tél a keresettnél
kisebb tavolsag valaszt el. A felirt két szdm pedig - 1évén véges tizedes tort - raciondlis.
Nyilvanval6, hogy a fenti konstrukcio tetsz6leges valos (azaz racionalis vagy irracionalis)
szamhoi kiindulva elvégezhet6, egymilliomod helyett tetsz6leges pontossaggal. igy hat tet-
szBleges valds szam tetsz6legesen kicsiny kdrnyezetében (azaz téle tetsz6legesen kis tavol-
sagban) van legaldbb egy racionalis szam (ténylegesen végtelen sok van, de most egy is
elég). Ezt a tulajdonsagot a matematikusok a kovetkezd formaban fogalmazzak meg: a ra-
cionalis szamok mindendtt s(ir(in helyezkednek el a valds szdmok kozott.
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7. &bra. Raciondlis szdmok a ttkdrnyezetében. Az dbran
a szamegyenes egy részletének kinagyitott képe lathato.
A korok a tr-nek megfelel6pont kordli 1, 2, 5 és 10 mil-
liomod egységnyi sugaru kornyezeteket jeldlik. Lathato,
hogy a tt tetszéleges kdrnyezetében vannak racionélis
szamok.

D avid Gyula

Nézzilk most a két-, illetve haromdi-
menzids esetet! Tekintslik azokat a ponto-
kat, amelyeknek minden koordinataja raci-
onélis. A fentihez hasonléan belathato,
hogy a sik, illetve a tér tetszéleges pontja-
nak tetsz6legesen kicsiny kornyezetében
van racionalis koordinataju pont. (Kérnye-
zeten most a pont koérili kicsiny gémbot
kell érteni.) Az allitas nyilvanvaléan kiter-
jeszthetd tetsz6leges dimenzidju térre is. E
terekben tehat a racionalis koordinataju
pontok mindenitt sr(in helyezkednek el.

E matematikai fogalom segitségével
gyengitették az eredeti ergodikus hipotézist
..kvaziergodikus hipotézissé”> Eszerint a

rendszer fazispalyaja nem megy at az energiafeliilet minden pontjan, de mindentt s(r( az
energiafellleten. Azaz a felllet tetsz6leges pontjanak tetsz6leges kdzelségében elhalad,
mintegy belemetsz a pont korili tetszélegesen kicsiny sugart gémbbe.

Nehéz persze ezt elképzelni. Aki latott az utobbi évtizedekben divatba jott fizikai foga-
lomrdl, akéoszrdl (amely maga persze szoros kapcsolatban van az ergodikus problémakér-

8. dbra. Kaotikusfazisgorbék: a Lorenz-attraktor. Az ab-
ran egy egyszer(Gsitett, harom szabadsagi fok( (azaz
haromdimenziés fazister(i} hidrodinamikai rendszer idg-
beli fejlédését leiré differencialegyenletek szamitogépes
megoldasa lathatd. A modellt Lorenz 1963-ban dolgozta
ki meteoroldgiaijelenségek szimulacidja és szamitdgépes
el6rejelzése céljabdl (ezt a kutatasi iranyt egyébként ép-
pen Neumann Janos kezdeményezte). Az egyenletek vi-
szonylagos egyszer(isége és a fazistér alacsony dimenzio-
ja ellenére a mozgés rendkivil bonyolult, kaotikus, Iénye-
gében el6rejelezhetetlen. A fazisgdérbe egy igen komplex
strukt(raja halmazon, az an. kilénos attraktoron kanya-
rog.

rel) sz6l6, szamitogépes grafikakkal illuszt-
ralt konyvet, az halvany fogalmat alkothat
arrol, mire is képes néhany kaotikusan
Osszegabalyodott tartomany két és harom
dimenzidban. Es ezek a legegyszeriibb ese-
tek messze nem tiikrozik az &ltalanos, sok-
dimenziés eset elképesztéen bonyolult
struktarajat és hatartalan geometriai lehe-
t6ségeit.

Tény, hogy a kvaziergodikus hipotézis
bevezetése két legyet tdtt egy csapésra.
El6szor is megengedte tobb kiilonbéz6 fa-
zispalya létezését. Ugy képzelhetjik el eze-
ket, mint végtelenul kanyargos drotkotege-
ket: mindegyik egyedi drot kozel halad el
minden ponthoz, egymast mégsem metszik.
A rendszer kulonb6zd kezdo6feltételekkel
inditott példanyai mas-mas drot mentén
haladnak. A drotkotegek kés6bb aztan szét
is valhatnak, az egyes drétok a fazistér mas-
méas tartomanyaban kalandoznak tovabb.
(A kaosz problémakére épp ezzel kapcsola-
tos: egymashoz tetsz6legesen kozeli kezd6-
feltételek is vezethetnek lényegesen mas
fejleményekhez. Ironikus médon épp ez, a
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Neumann munkéassagahoz is kapcsolodd tudomanyos eredmény mutatott ra arra, hogy
munkassaganak egy masik célja, az id6jaras hossz( tavl, pontos el6rejelzése Iényegében
megoldhatatlan feladat, hiszen a foldi 1égkor kaotikus rendszer, és a kezdeti feltételek még
oly pontos ismerete, meg az igen hatékony numerikus algoritmusok sem tudjak Kikiszo-
bolni a fazispalyak széttartasabol sziikségszeriien kdvetkez6 el6rejelzési hibakat. Gondol-
junk arra, hogy a fazistér egyik tartomanya napsuitéses idének, a masik pedig zivatarnak fe-
lelhet meg. Az egymas kozelében indult fazispalyak egyike ide, a mésika oda tart. Es ezen
amég pontosabb mérés és a még nagyobb szamitdgépek sem segithetnek.)

A kvéziergodikus hipotézis érvényessége tehat fizikailag joval realisztikusabb lenne, hi-
szen lehet6vé tenné a rendszer lényegesen kilonbdzd fejlédési palyainak 1étezését. Ugyan-
akkor nem rontand el azt az el6nyt, amiért a fizikusok az ergodikus hipotézisre szavaztak!
Akvaziergodikus fazispalya éppen Ugy kozel jar az energiafeliilet minden fontjahoz, mint
azt az ergodikus palya tenné - ezért a Gibbs-féle statisztikai sokasagban minden pontot,
azaz a rendszer minden allapotét figyelembe kell venni.

Neumann kvéaziergodikus tétele

A kvéaziergodikus hipotézis még ebben a formaban sem bizonyult helyesnek. Ha azon-
ban megengedjik, hogy azon fazispalyak dsszessége, amelyekre nem teljesil a kvaziergo-
dikus hipotézis, az energiafeliileten nullmérték(i részhalmazt alkossanak (ez persze nem
befolyasolja a statisztikai tulajdonsagokat - emlékezziink vissza a céltabla kdzepére!) -
nos, akkor megkapjuk Neumann Janos 1932-ben bizonyitott tételének allitasat.

Neumann ekkor mér tal volt a kvantummechanika alapjainak matematikai vizsgalatan,
amelynek kapcsan szamos tételt bizonyitott és szdmos maodszert kifejlesztett a fliggvények
terén hat6 operatorokkal kapcsolatban. Matematikus kollégaival val6 beszélgetések soran
mer(lt fel benne, hogy ezeket a matematikai eszkézdket az ergodikus (pontosabban a kva-
ziergodikus) hipotézis bizonyitasara is be lehetne vetni. Az 1932-ben publikalt cikksorozat
els6, szinte teljesen matematikai része kozli a tétel pontos bizonyitasat, az ezt kovet6 cikk
mar ,,Az ergodikus hipotézisfizikai alkalmazésairdl”sz6l, a harmadik cikk megmutatja, hogy
az ergodicitashoz nem sziikséges igen sok elemi objektumbdl allé rendszer, azaz a fazistér-
nek nem kell nagyon nagy dimenzi6janak lenni - ezzel Neumann mintegy a fél évszazad-
dal kés6bbi ké&oszfizika matematikai alapjait teremti meg.

Neumann emlitett cikkei nem csak az itt korilirt tételt bizonyitjak, szdmos méas kérdés-
rél is sz6Inak. A bizonyitds mddszere alapjan példaul becslést lehet adni arra, hogy milyen
hosszl is az a bizonyos id6szakasz, amin tdl a kiszamitott idéatlag mar nem fluktual, ha-
nem megallapodik, és igy értéke megegyezik a sokasagatlag alapjan szamitott értékkel.
Konkrét fizikai rendszerre ennek az id6tartamnak a becslése meglehetds nehézségekbe (it-
kozhet.

Igen érdekes, hogy Neumann a bizonyitds matematikai részleteit kozI6 alapvet6 cikket
specidlis, kéttételes ,,fizikus” okoskodassal zarja. EI6sz0r is ramutat, hogy tisztdn matema-
tikai szempontbdl az extra mozgasallanddk léte nem okozna gondot: meg kell szoritani a
fazisteret az extra mozgasalland6 konkrét értékének megfelel6 részhalmazra (ahogy azt a
gaz 6sszimpulzusa esetében lattuk). Fizikai szempontbol azonban a helyzet problematikus.
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hiszen e mozgasallandok meghatarozasa egyaltalan nem trivialis (s6t, ez a klasszikus me-
chanika egyik legtdbbet vitatott kérdése), a fazistér megfelel6 részhalmazénak megtalala-
sa pedig gyakorlatilag kivihetetlen.

A masik fizikus” problémafelvetés arrdl sz6l, hogy mit kell érteni a ,,mindeniitt sGrd”
fazisgorbén, mit kezdjen a fizikus azzal a kérdéssel, vajon egy pont rajta van-e a gérbén
vagy nincs. A szokasos valaszt, mely szerint gyakorlati szempontbdl e kérdés értelmetlen,
hiszen a tényleges mérés mindig csak véges pontossagu, tehat az eredmény nem egy pont,
hanem egy kis ,,folt” a fazistérben, ezért sziikségszer(ien tartalmazza a mindenutt str( hal-
maz pontjait is - Neumann elutasitja, és egy matematikailag korrekt gondolatmenetet
ajanl a fizikusok figyelmébe.

Neumann néhany évvel késébb el6adast tartott az ergodikus tételrél a budapesti tudo-
manyegyetemen, az Ortvay Rudolf altal szervezett szeminariumsorozaton. Fennmaradt
egy fogalmazvany, amelyben Neumann réviden dsszefoglalja a téma jelentdségét:”

Az ,,Ergod-hypothézis” el6szor Boltzmann és Maxwell kinetikai gazelméleté-
ben szerepelt: &ltala foglalta dssze Boltzmann egzaktan az ezen elméletben
szlikséges ,,rendetlenség!” feltevéseket. Az ,,Ergod-hypothézis” egy tisztara
mathematikai feltevés a klasszikus mechanika rendszerében, tehat egy oly tétel,
melynek minden fizikai vonatkozastdl eltekintve is vagy bebizonyithatonak vagy
megcéfolhatonak kellene lennie, éspedig tisztara analitikai eszkdzokkel. Es csak
akkor vezethetd vissza a kinetikai gaz- és héelmélet a klasszikus mechanikara,
ha ez a mathematikai tétel [...] igaz. A statisztikai mechanika minden ismeretes
formajara all ez, mert mindenditt valahol fellépnek ,,rendetlenség!” feltevések
([...] azéltal, hogy - Gibbs eljarasa szerint - az ,,id6atlag” indokolas nélkil a
,mikrokanonikus sokasagatlaggal” potoltatik [...])

Az ,E. h.” fogalmazédsa: Minden palya az energiafeliileten mindentt sdrd,
kivéve esetleg egy O teriiletl kivételes halmazt. S6t a palya mentén csinalt sta-
tisztikaja barmely paraméternek megegyezik a ,,mikrokanonikus sokasagban”
csinalt statisztikajaval.

[]

Réviddel ezutan J. v. Neumann ezen mdédszerrel az ,,Ergod-hypothézis”-t be
is bizonyitotta. Az ,,E. h.” ekkor 42 éve volt ismert és megoldatlan. Azaz: bebi-
zonyitotta, hogy az ,,E. h.” érvényességének szlikséges és elegendd feltétele,
hogy az energidn kivil tovabbi ,,mozgasintegralok” ne létezzenek (ez Iévén
Boltzmann és Maxwell sejtése).

Neumann-nak ez a bizonyitasa tehat lezart egy rég vajudo kérdést, és szilard alapokra
helyezte a statisztikus fizika egyre terebélyesedd elméletét. Az ergodicitas kérdése mind-
azonaltal tovéabbra is fennall: konkrét rendszerekre meg kell vizsgalni, teljestilnek-e a Neu-
mann altal megadott matematikai feltételek. Ez persze sokkal kénnyebb feladat, mintha
minden rendszerre kdzvetlenll probalnak bizonyitani vagy cafolni az ergodicitast. A dina-

N A dokumentum megjelent: Nagy F.. Neumann Janos és a ,,magyar titok”, OMIKK 1987, p.
205-207. Néhany Neumann altal németll irt fizikai szakkifejezést magyar megfelelGjével potoltam.
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mikai rendszerek elméletének (melyet magyar fizikusok és matematikusok is intenziven
mivelnek) ma is egyik kdzponti kérdése a vizsgalt rendszer ergodikus volta.

Neumann tétele hamar kdzismert lett a fizikusok kérében. Ennek egyik jele, hogy ami-
kor a vele amugy is &lland6 személyes és levelezési kapcsolatban all6 Ortvay Rudolf 1934-
ben a Magyar Tudomanyos Akadémia tagjanak javasolta Neumannt, e szavakkal méltatta
ergodelméleti munkassagéat:"

Talan még fontosabbak ama vizsgélatai, melyek a mechanika egy klasszikus
problémajara, az ergodhypotezisre vonatkoznak, és melyek eme, a mechanika
thermodynamikai alkalmazasanak el6feltételét képezd probléma teljes tisztaza-
sahoz vezettek.

Ennél tdbbet ma sem mondhatunk.

4. A kvantummechanika matematikai alapjai

Neumann Janos a fizika fejl6désére a legnagyobb, maig tarté hatast a kvantummecha-
nika preciz matematikai megalapozasaval gyakorolta. Ahhoz, hogy ezt a teljesitményt ér-
tékelni tudjuk, at kell tekinteniink - természetesen csak vazlatosan - a kvantumelmélet,
ezen belil a kvantummechanika fejlédésének térténetét, valamint az ezzel kapcsolatos fi-
zikai és matematikai problémakat.

A klasszikus mechanika csddje

A klasszikus mechanika, ahogy azt (Galilei gondolatai alapjan) Isaac Newton kidolgoz-
ta, és a maga (és t6le flggetlenil Leibniz) feltaldlta matematikai mddszerrel (a ,,kalkulus-
sal”, mai nevén a differencial- és integralszamitassal) 6sszedtvozve hatékony, magyarazo és
egyben prediktiv erej elméletté fejlesztette, majd ahogy azt utddai (t6bbek kozott Euler,
Lagrange, Laplace, Hamilton, Jacobi) hajlékony, elegans, a foldi és csillagaszati gyakorlat-
ban el6fordul6 problémak kezelésére alkalmas koncepcio- és modszeregyiittesse fejlesztet-
ték, mi tobb, vilagmagyardzd filozofiai rendszert épitettek r& (a Laplace-féle mechanikai
determinizmust) - tehat ez a klasszikus mechanika univerzalis jellegii és igény( elmélet
volt. Semmiféle megkdtést nem ismert, sajat alkalmazhatdsagi hatéarairdl nem tudott, és
nem is akart tudni. A foldi és égi jelenségek leirdsa és megmagyardzasa soran elért hatal-
mas sikerei arra inditottdk a kor tuddsait, hogy a mechanika altal még nem leirt jelensé-
gekre is sorra mechanikai magyarazatokat keressenek - és olykor talaljanak is.

"Ua. p. 209.
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Az eredetileg pontrészecskék mozgasanak leirasara kidolgozott matematikai mddszere-
ket hamarosan altalanositottdk a merev testek, a rugalmas kézegek, valamint a folyadékok
és a gdzok mechanikajanak targyalasara. Ehhez 0j matematikai eszkdzoket kellett bevezet-
ni, pontosabban megfeleléen altalanositani kellett a newtoni kalkulust. igy dolgoztak ki pl.
a parcialis differencialegyenletek fogalmat és elméletét. Ebben a korban kart karba 6ltve
haladt a fizika (értsd: mechanika) és a matematika fejl6dése, a két tudomany mdvel6i is
nagyrészt ugyanazok a tudésok voltak.

A mechanika azonban a fent emlitett - nyilvanvaléan mechanikai jelleg( - jelensegek
mellett més fizikai terliletek magyarézatéra is igényt tartott. llyen irdnyu elsé nagy sikere
a hangjelenségek mechanikara torténd visszavezetése volt. E jelenségeket egészen mas-
képp érzékeljik, mint a mechanikaiakat (pl. nem Iatjuk a részecskék mozgésat), mégis, a
hangnak a kozegben tovaterjedd mechanikai nyoméashullamként val6 interpretélasa egy-
csapasra helyére tette az egész jelenségkort.

A kovetkez6 nagy sikert az el6z8 fejezetben részletesen elemzett kinetikus gazelmélet
(majd tovabbfejlesztése, a statisztikus mechanika) jelentette. Ezzel ismét a jelenségek egy
fontos tipusat, a h6jelenségek sok fontos kérdését sikerilt bevonni a mechanikai magyara-
zat és megalapozas ernydje ala (bar lattuk, hogy ennek az eredménynek preciz matemati-
kai megalapozasaval Neumann Janosig kellett varni).

Nyilvanvalonak tlint, hogy a fizikai jelenségek ,,maradéka” esetében is el6bb-utdbb
megtalaljdk a mechanikai magyarazatot, a megfelel6 mechanikai modellt, és a kezelésére
szolgalé matematikai eszk6zoket. A fizikusok mar nem sokkal Newton utan arrol abran-
doztak, hogy egyszer majd felirjak - a newtoni gravitacios torvény mintajara - az egymas-
hoz ,,vonzddd” kémiai anyagok kozti ,,affinitas”, vagy az akkoriban megismert elektromos
és magneses jelenségek pontos er6torvényét. S6t egyesek még a szerelmesek kodzt hatd
vonzéerd képletének megtalalasaban is reménykedtek.

E remények némelyike val6ra valt. Coulomb val6ban kimérte és felirta az elektromos tolté-
sek kozt hatd Coulomb-er6 torvényét, késébb a magneses mez6 altal a mozgo elektromos tol-
tésre gyakorolt Lorentz-er képlete is megszilletett. Hidba reménykedtek azonban a kémiai (és
persze a tarsadalmi) er6k mechanikai leirasaban. A XIX. szdzad folyaman aztan az is kiderdilt,
hogy a mechanika nem fedi le a fizika teljes tertiletét. Az elektromos és magneses jelenségkor-
nek csak egyik aspektusat jelentik a toltésekre gyakorolt er6k - a masik (és fontosabb) rész csak
egy Uj fizikai létez6, az elektromagneses mez6 (Faradaytdl szarmazo) fogalmanak bevezetésé-
vel valt megfoghatdva. Amikor Maxwell az 1860-as években felirta az elektromagneses mezd
differencialegyenleteit, ezzel - a mechanika kinetikus gazelméletben elért, egyebek kozt neki is
kdszonhet6 diadaldval 1ényegében egy id6ben - megkongatta a lélekharangot a mechanika és
a r4 épulé mechanikus vilagkép egyeduralméanak korszaka folétt. (Meg kell jegyezniink azon-
ban, hogy maga Maxwell sajat egyenleteit nem az 6nalléan Iétez6, nemmechanikai jellegli
elektromagneses mezd mozgastorvényeinek tekintette - mint ahogy ma gondolunk rajuk -, ha-
nem egy mélyebb, mechanikai jellegli mozgés, az éter rezgéseinek és csavarodasainak vissza-
tilkroz6dését latta benniik. Elete végéig kisérletezett azzal, hogy mechanikai modellt konstru-
aljon egyenletei mogé - az éter kis csavarocskait, megfeszil6 radjait és orvényeit kereste. Ma
azt mondhatnank: rejtett paraméteres elméletet keresett sajat, jol mikdd6 egyenletei mogeé -
mint ahogy az utolsd fejezetben latni fogjuk, a szintén jol mikodd kvantumelmélet mogé is ke-
restek és keresnek sokan. Maxwell ,rejtett paraméteres” elmélete természetesen mechanikai
jellegdi lett volna. Nagy Ur a megszokas, még a legnagyobb tudésok esetében is.)
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A Klasszikus mechanikéat Gjabb csapas érte a XX. szazad elején, abbol az iranybol, ahon-
nan senki sem szamitott ra. A specidlis relativitaselmélet (amely az elektromagneses fény-
elmélet és a fénnyel végzett kisérletek nem vart eredményeinek értelmezésére sziiletett
meg) Kideritette, hogy az egymashoz képest gyorsan (azaz a fény sebességével 6sszehason-
lithatd sebességgel) mozgd objektumok viselkedésének leirdsara mar nem érvényes a
klasszikus mechanika. Pontosabban a klasszikus mechanika alapjaul szolgald tér- és ido-
modén (amely nagyjabol megegyezett a kdznapi ,,jozan ész” alapjan elképzelt tér- és id6-
fogalommal) nem helyes, hanem egy masik, kissé bonyolultabb tér-idé fogalommal kell p6-
tolni. Ez a paradigmavaltds akkora hatést valtott ki a miivelt és a fizika elvi kérdései irant
érdekl6d6 kozvéleménybdl, hogy hulldmai még méra sem csitultak el egészen.

A relativitdselmélet nem azt mondta ki, hogy a klasszikus mechanika egészében hibas,
hanem csak azt, hogy érvényességi kore korlatozott. Uj fizikai tartomanyokra - jelen eset-
ben a korabban nem vizsgalt nagy sebességek tartomanyara - kiterjesztve vizsgalatainkat,
(j torvényeket tapasztalunk. E torvények hatareseteként kapjuk meg a klasszikus mechani-
ka torvényeit - jelesll akkor, ha a mozgo testek relativ sebessége sokkal kisebb a fény se-
bességénél. Ezek az (j torvények torténetileg oly mdédon bukkantak fel, hogy az (j tarto-
manyba es6 jelenségekre a fizikusok (jobb hijan, és persze azért, mert meg voltak gy6z6d-
ve altalanos érvényességukrél) megprobaltak alkalmazni a klasszikus mechanika ismert
torvényeit - és a kisérleti tapasztalat ellentmondott az igy kiszamolt jéslatoknak.

Nagyon hasonlé szituacio jellemzi a klasszikus mechanika mas jelleg( korlatait felfede-
z6, és az Uj teriilet G torvényeit feltérképezd kvantumelmélet sziletését is. Uj fizikai ob-
jektumok - ezuttal az atomok és alkotdrészeik - bukkantak fel a fizikusok szemhataran, és
a kisérletez6k laboratériumaiban gy(lni kezdtek a rajuk vonatkozd (persze igencsak kodz-
vetett) adatok. igy els6 Iépésben az dertilt ki, hogy az atomok - amelyeket korédbban t6b-
ben csak a vegyészek elmekonstrukciodinak tartottak - valdsagosan léteznek, s6t hamaro-
san sikeriilt méretiiket és tdmeguket is meghatarozni. Nemsokara mar azt is tudtak, hogy
az atomok - gorog eredet( neviikkel ellentétben - nem oszthatatlanok, hiszen sikertilt ki-
sebb alkotdrészeiket (az elektronokat) ,Kipiszkalni” bel6lik. Az élesebb esz(i fizikusok
maris elkezdtek tlin6dni egy furcsasagon, a feltaruld mikrovilag elsé, még egyaltalan nem
szembe6tl6 paradoxonan, egy olyan tényen, amivel a klasszikus mechanika (s6t az egész
klasszikus fizika) egyaltalan nem tudott mit kezdeni.

Mar Demokritosz, az akkor még teljesen spekulativ atomhipotézis elsé 6kori megalko-
toja is gy gondolta, hogy egy homogén anyagtomb egyforma atomokbdl all. (Lasd a gye-
rekdalt: ,,Vizb6l van a viz, s6bol van a s6 - én meg gyerekbdl vagyok!”) A kémiai atomfoga-
lom kidolgozdi, Dalton, Berzelius és kdvetbik is magatol értet6dének tekintették, hogy egy
kémiai elem atomjai teljesen egyforméak. Mas elem atomjaitdl persze killénboznek, egy-
mastol azonban abszolut megkulonboztethetetlenek. A XIX. szézad végére azonban kide-
rilt, hogy az atom kisebb alkotorészekbdl all, azok stabil kotott allapota. A XX. szazad ele-
jén Rutherford felfedezte az atommagot, és megalkotta az atom Naprendszer-jellegli mo-
delljét: az elektronok a nehéz atommag koril keringenek, mint a bolygok a Nap koril (sok
ember atomokrol sz6l6 ismeretei ma sem mennek ennél tovabb).

Ha a legkdzelebbi csillaghoz érkezd majdani (irszondéank azt talalng, hogy annak is pont
9 bolygoja van, méretlik és keringési adataik pedig megegyeznek a mi Naprendszeriink
bolygoiéval - igencsak csodalkoznank (vagy azt hinnénk, hogy a szonda eltévedt, és téve-
déshdl visszaérkezett). A newtoni mechanika azt tanitja, hogy a gravitacios er6hatasok al-
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tal Osszetartott dsszetett képz6dmény mozgastorvényeit az altalanos fizikai elvek hataroz-
z&4k meg, konkrét szerkezetiiket viszont az esetleges, torténeti véletlenektdl figgé kezdeti
feltételek. Ezért a csillagok koril keringd bolygok szdma és elhelyezkedése igen valtozatos
lehet. Ezzel szemben az atomok alkotdrészeit 6sszetartd eréhatés ,.filozéfiaja” egészen
mas (noha - mint kiderilt - a mag és az elektronok koz6tt a jél Ismert elektrosztatikus von-
z6er6 hat, amelynek képlete azonos a tdmegvonzas képletével) - hiszen a hatdséra kiala-
kulé Osszetett képz6dmények valamennyien teljesen egyformak... Mi akadalyozza meg
példaul azt, hogy az atomnak egy szomszédjaval torténé (itkozése az elektron palyajat egy
hajszélnyival megvéaltoztassa, ezzel kicsit modositva az atom atmérgjét? A klasszikus fizika
értetlendl all ez el6tt a jelenség el6tt: vajon miért kiildnbozik ennyire az atomokat dssze-
tartd hatés a megszokott6l? (Pontosabban: a klasszikus fizikat miveld tudésok jelents re-
szének fel sem tlint ez a furcsasag, csak akkor vettek réla tudomast, amikor a kvantumme-
chanika megoldotta a rejtélyt.)

A Rutherford-féle atommodellel szemben felvethet6 még egy magatdl értet6dd ellen-
érv (és a kortarsak azonnal fel is vetették): hogy lehetséges az, hogy az atommag koril
kering6 elektron tartésan palyajan marad? A kering6, azaz gyorsul6 elektromos toltés-
nek a Maxwell-egyenletek szerint elektromagneses hullamokat kellene kisugéaroznia (az
elméletnek ezt a joslatat akkoriban kozvetett modon, kés6bb kozvetlendl is igazoltak,
persze makroszkopikus mozgasok esetén) - a sugarzas pedig energiat és perdiiletet visz
el, igy az elektron egyre kozelebb spirdlozik az atommaghoz, végiil belezuhan, a szami-
tasok szerint a masodperc igen kis tortrésze alatt. Az igy felépiil6 atomok az érvényes fi-
zikai elmélet szerint nem lehetnének tartésan fennmarado, stabil képz6dmények - pedig
mégis azok.

Tovabbi nehézséget okoztak az atomfizika Uttor6i szamara a kémiai jelenségek. A ve-
gyészek a ,,vegyérték” fogalmaval szimbolizaltdk az atomoknak azt a tulajdonsagat, hogy
csak igen valogatds mddon hajlandok egymassal bonyolultabb kotott allapotot, még dssze-
tettebb strukturat, molekulét alkotni: egy oxigénatom csak két hidrogénatommal alkot ko-
tott rendszert (a kdzismert vizmolekulat), eggyel, hArommal vagy negyvenkettével nem. Ez
a tulajdonség teljesen idegen a klasszikus fizikatdl: ha a kilencholygos Naprendszerbe be-
helyeznénk egy tizedik bolyg6t, akkor egy kicsit megvéaltozna a tobbi bolygd palyaja, de
semmi drasztikus nem torténne, nem lépne fel semmi olyan erd, amely kil6kné a rendszer-
bél a ,,felesleges” bolygdt, megakadalyozné annak csatlakozéasat. Ugyanigy semmi sem kor-
latozza egy elektromosan feltoltott test téltésének nagysagat, az altala kifejthetd erdét vagy
az altala odavonzhat6 kicsiny bodzabél golydcskék szamat sem. A vegyérték fizikai miben-
1étérdl senkinek sem volt semmiféle fogalma. Az atom dsszetett voltdnak felismerésével
sejthet6vé valt, hogy a ,,vegyértéknek” valami koze lehet az atom belsd szerkezetéhez, de
a kapcsolat mibenléte rejtély maradt.

Hasonld, de még vadabb furcsasaggal szembesiiltek az atomok &ltal kibocsatott fény
spektrumat vizsgalgatd fizikusok. A X1X. szazad kozepén fedezték fel, hogy minden elem
jellegzetes, meghatarozott hullamhosszd hulldmok kombinacidjabol all6 sugarzast bocsat
ki (az elem gbze pedig a folytonos spektrum( sugarzashdl, pl. egy izz6 test fényéb6l pon-
tosan ugyanezen hullamhosszi komponenseket nyeli el). Az elem spektruma mintegy az il-
let6 elem atomjainak ujjlenyomatéul szolgal - a sugarzas alapjan messzirdl is meg lehet al-
lapitani az adott elem jelenlétét, s6t mennyiségét is. Ezen a jelenségen alapul a tavoli ob-
jektumok, pl. a csillagok atomi Osszetételérél szerzett 6sszes tudasunk. Egy adott elem (pl.
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a sokat vizsgalt hidrogén vagy az alkalifé-
mek) spektrumvonalainak hullamhosszai
kozott érdekes és furcsa matematikai kap-
csolatokat allapitottak meg a spektroszko-
pusok. A dolog a titkosirdsok megfejtésé-
hez hasonlit: az adathalmaz tul szabalyos,
rendszer van benne, ezért bizonyosak va-
gyunk benne, hogy valamit kdz6Ini akarnak
vele - csak épp a kddot, és igy a tartalmat
sem értjlik. Egy-egy részsiker, pl. a hidro-
gén vonalaira vonatkozd nevezetes Balmer-
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9a) abra. Részlet a hidrogén spektrumabdél. Az a) abra a
prizméaval vagy spektroszképpal létrehozott szinkép egy
részét, a lathato fény frekvenciatartomanyat mutatja he.
A fényes szinképvonalak (a negativ felvételen sotét vona-

lak) alkotjdk az un. Balmer-sorozatot. A vonalakhoz irt
szdmok a hulldmhosszal ardnyosak. Ezek kdzott a szam-
adatok kozott Balmer egy egyszer(i képlettel leirhatd
osszefuggeést talalt, amit a Bohr-modell, majd késébb a
kvantummechanika alapjan sikertlt megmagyarazni.

formula annak felel meg, amikor a titkos-
iras kutatoi rajonnek, hogy egy bizonyos jel
akirély nevét kédolja - de még messze van-
nak az iras értelmének megfejtésétél.
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9b) abra. Az abra egy modernebb, nagyobb felbontasu spektroszképpal késziilt, és a sugarzas egyes dsszetevéinek in-
tenzitasat isjelzi. A vizszintes tengelyre irt szdmok a hullamhosszal aranyosak. A fiigg6leges tengely a sugarzas inten-
zitdsat méri. A gorog betlikkeljel6lt csucsok a hidrogén korébban is ismertjellegzetes szinképvonalai. Az dbran latha-
t6, hogy a nagyobb felbontasu spektroszképban a mar korabban elnevezett vonalak egész vonalrendszerré bomlanak
fel, ezeket a gordg bet(ik mellé tett vesszékkel jelélik. A spektrumnak ez a ,,finomszerkezete' okozta a legnagyobb ne-
hézséget a korai kvantumelméletben. A finomszerkezetpontos magyarézata végil a Neumann és Wigner altal kifejlesz-
tett csoportelméleti médszerrel sikertilt (1asd pl. a 15. abrat).

A hémérsékleti sugarzas

A XIX. szdzad vége még egy klasszikus tudoméanydg, a (statisztikus mechanikéaval alaté-
masztott) termodinamika hagyomanyos fogalom- és feltevésrendszerének csédjét is elhoz-
ta: a kisérletek eredménye durva ellentmondéasba keriilt az elmélet el6rejelzéseivel.

Az elektromagneses mezd egyenleteinek kidolgozasa utan (ezt Maxwell végezte el az
1860-as években) hamarosan kit(int, hogy ez a mez8 is az anyag egyik Uj, nem hagyoma-
nyos formaja. A mez6 is rendelkezik az anyag alapvet6 attribatumaival, energidja, impul-
zusa van, er6t képes kifejteni, energiat tud atadni. Ezért alanya lehet az energiatadasi je-
lenségek altalanos tudomanyanak, a termodinamikanak.



68 David Gyula

A legegyszer(ibb ilyen vizsgalhatd jelenség az Uregbe zart elektromagneses sugarzas. Ha
a zart Ureg fala nincs az abszolut nulla fokra leh(itve, sugarzast bocsat ki. Ennek teljes ener-
gias(r(sége a kisérletileg talalt Stefan-Boltzmann-térvény szerint az abszolut hémérséklet
negyedik hatvanyaval aranyos. A sugarzas nem tud tavozni az Uregh6l, azt a fal egy masik
része elnyeli, majd Ujbol kisugarozza. Emlékezziink vissza a molekuldk ,,6nreprodukalo”
energiaeloszlasara, ami a h6mérsékleti egyensulyra jellemz6! EI6bb-utdbb itt is kialakul az
egyensuly, azaz az lregben mindenitt ugyanolyan sugarzasi energias(r(iség lesz, és a fal
minden darabkaja id6egység alatt ugyanannyi energiat nyel el, mint amennyit kisugaroz:
bedll a stacionérius allapot.

Felmerdil a kérdés, hogy milyen lesz a sugarzas spektralis eloszlasa, azaz az energia mek-
kora része jut az egyes frekvenciatartomanyokra. A XIX. szizad végének fizikusai Ugy
érezték, hogy minden eszkodz a rendelkezésiikre all a kérdés elméleti megvalaszolasara: is-
merik az elektromagneses sugarzas torvényeit, a termodinamikét, és a termikus egyensuly
statisztikus fizikai megalapozasat. Neki is lattak a sz&mitasnak, és dobbenetes eredmény
jott ki: az lregben a sugarzas 0sszenergiaja végtelen nagynak adodott (kdzvetlen ellent-
mondasban a hatdrozott, véges értéket ado kisérleti eredménnyel).

Természetesen sokan és sokféleképpen keresték a hibat a levezetésben, de nem talaltak.
A sz&mitas kulcsa a statisztikus fizika egyik fontos eredménye, az ekviparticid tétele volt.
Ez a tétel azt mondja ki, hogy egy termodinamikai egyensulyban lev6 fizikai rendszer min-

den szabadsagi fokéra &tlagosan ugyan-
annyi energia jut - ez a mennyiség aranyos
a hémérséklettel. (,,Szabadsagi fokon” a
rendszer teljes leirasara alkalmas adatok
minimalis szamat értjik. A legegyszeribb
esetben, az N goly6val modellezhetd idea-
lis gaz esetén ez épp a golydk dsszes hely-
és impulzusvektoranak 3-3 komponense,
azaz 0sszesen 6N adat, ami épp a fazistér
dimenzidszama.) A probléma magjat az je-
lenti, hogy az elektromagneses sugarzas
végtelen szabadsagfoku rendszer! (Egysze-
r( belatni: ahhoz, hogy az Gregben ponto-

10. 4bra. A Planck-gérbe. Az dbran az Ureg falaval ter-
mikus egyensilyban lev6 elektromagneses sugarzas ener-
giastir(isége lathaté afrekvenciaflggvényében. A vizszin-
tes tengely beosztdsa a frekvencia és a hdmérséklet ha-
nyadosaval aranyos, afligg6leges tengely az energiasGri-
séget méri. A gorbe alatti terulet ardnyos a teljes energia-
s(irliséggel. A folytonos gorbe a Planck-eloszlast abrazol-
ja, amelyjdl illeszkedik a mérési adatokra. Szaggatottvo-
nallal rajzolva az ekviparticiéelv joslata (Rayleigh-Jeans-
torvény): e gorbe alatti ter(ilet végtelen lenne, azaz végte-
len nagy teljes energias(ir(iségetjelentene, ami nyilvanva-
I6an nonszensz eredmény. (A mésik szaggatott vonal az
elektroméagneses fényelmélet alapjan szamitott kdzelitd
Wien-torvény gorbéje: ez nagy frekvencian helyes, kis
frekvencian viszont jelentsen eltér a mérési adatoktol.)

san megismerjik az elektroméagnes mez6
allapotat, a tér minden pontjaban meg kell
adnunk az elektromos és a magneses tér-
er@sség vektoranak iranyéat és nagysagat. A
térnek pedig - barmilyen kicsiny is az ireg
térfogata - végtelen sok pontja van.)

Max Planck, a termodinamika egyik ve-
zet6 tuddsa 1900 novemberében kapta meg
a sugarzas spektralis eloszlasara vonatkozo
addigi legpontosabb mérések adatait. A ki-
sérleti gorbe a kis frekvenciak tartomanya-
ban megegyezett az elméletileg sz&mitottal,
nagyobb frekvenciaknal viszont lekonyult.
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és a gorbe alatti teriilet, ami a teljes energiaslrlséggel aranyos, a Stefan-Boltzmann-
torvénnyel megegyez6 értéklinek adddott.

Planck puszta matematikai jatékként megprobalt olyan fliggvényt talalni, amely a kis és
a nagy frekvencidk tartomanyaban is pontosan irja le a gérbe menetét. O maga dobbent
meg leginkabb, amikor ez sikerilt. A viszonylag egyszer( fliggvény ma a Planck-gérbe ne-
vet viseli. Ennek a képletében bukkant fel el6szor a XX. szdzad meghatarozé fizikai allan-
doja, a Planck-féle hataskvantum.

Planck bemutatta eredményeit kollégéainak, majd megprdbalta igy modositani a koréb-
bi termodinamikai szamitasokat, hogy a most mar ismert képletd fliggvényt kapja eredmé-
nyll. Hamarosan kiderilt, ehhez egyetlen feltevésre van szilkség: adott frekvencidju sugar-
zés energiaja nem vehet fel tetszéleges értéket, csak a frekvenciaval aranyos ,,energiakvan-
tum ’egész szamu tdbbszorose lehet. Az energia és a frekvencia kozti aranyossagi tényez6
épp a Planck-allandd. Ebb6I a feltevéshdl (meg persze a statisztikus fizika és a termodina-
mika szokasos apparatusanak bevetésével) mar levezethet6 a Planck-gorbe alakja, a Kisér-
letekkel teljes egyezéshen.

A XX. szézad els6 perceivel tehat a ,,kvantum” fogalma is megjelent a fizikdban, hogy
aztan a rola elnevezett tudomanyag a szdzad meghatarozo6 (és az atombombatdl a szami-
togépig terjedé alkalmazasokban is megjelend) elméletévé néje ki magat.

Planck maga is érezte, hogy kényszer szilte feltevése ellentmondésban van sajat egész
korabbi munkassagaval, minden fizikai ismeretével. Mi kdze lehet egyméashoz a sugarzas
frekvenciajanak és energidjanak? Egy hulldm energiajat frekvencidja mellett amplitiddja
is meghatarozza - és ez a két adat a klasszikus mechanika hullamtana, valamint az elekt-
romagnesség Maxwell-elmélete szerint is egymastol teljesen fiiggetlen, szabadon megva-
laszthatd mennyiség volt. Ha az amplitadot egy kicsit megvaltoztatjuk, a sugarzas energia-
jamegnd - de mitdl lenne ez a névekedés ugrasszer(i, ,,kvantalt”? A klasszikus elmélet sze-
rint az energia folytonosan valtozna...

A kérdésre ezen a szinten nem volt valasz. EIGallt tehat a XX. szazad els6 évtizedei fi-
zikajanak tipikus alaphelyzete: a klasszikus elmélet nem mikddik, helytelen vagy abszurd
eredményekre vezet - a kisérleti eredmények helyes leirasahoz pedig az addigi elmélet
szellemétdl teljesen idegen, ahhoz szervesen nem illeszkedd, kiegészit6 ,,kvantumhipotézi-
sek™ bevezetése szikseges. Az igy el6allt ,,6szvér” elmélet jol irja le a tényeket, csak épp
senki sem érti - még maga az elmélet megalkot6ja sem.

Az elmélet foldozgatasa

Hamarosan hasonl6 helyzet éllott el§ az atomfizikdban is: megsziiletett az oda vonatko-
20 ,,6szvér” elmélet, az atomok Bohr-modellje.

A fordulatot az hozta meg, amikor 1913-ban Niels Bohr - tdmaszkodva Plancknak a sugar-
zés energiakvantumaira vonatkozo hipotézisére - egyszer(, am teljesen érthetetlen modellt
adott az atomok szerkezetére, amivel a korabban emlitett furcsasagok jo része magyarazhatd
volt. Bohr modellje a klasszikus mechanika és néhany attol teljesen idegen, un. ,,kvantumsza-
baly” egylttese. Azért nem mondjuk, hogy 6tvozete, mert az 6ssze nem ill6 komponensek to-
vabbra is idegenek maradtak, az elmélet szamos sikere ellenére sem sikerdilt szervilnitik.
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Bohr modellje elfogadja a klasszikus mechanikat, annak alapjan szamitja ki az elektron
palyajat az atomban, azonban egy extra szabaly alapjan megtiltja, nem engedélyezi a
klasszikusan lehetséges ellipszispalyak nagy részét. A szabaly szerint bizonyos mechanikai
mennyiségek (az un. hatasvaltozdk, amelyeket az égimechanikaval foglalkozo csillagaszok
mar a XIX. szdzad kozepén bevezettek, és amelyeket a kering6 részecske palyajanak ada-
taibol lehet kiszamitani) értéke csak egy alapvetd természeti allando, a Planck-féle hatas-
kvantum egész szamu tobbszorose lehet. Ez a szabaly alaposan megrostalja a lehetséges pa-
lyékat, és - ami a legfontosabb - a klasszikus mechanika szerint folytonos palyasokasagot
diszkrétté, ,,kvantaltta” teszi.

A hatasvaltozok a palya adataibdl szamithatok ki, azokat pedig a kezdéfeltételek hata-
rozzak meg. Ha a kezdéfeltételeket egy pardnyit megvaltoztatjuk, a mozgas egy kicsit meg-
valtozik, és persze a hatdsvaltozok értéke is. Csakhogy ha az eredeti mozgas Bohr szerint
megengedett volt, az Uj, attél kissé kiilonb6zd mozgas mar nem lesz az, hiszen a hatéasval-
toz6 csak a Planck-féle hatdskvantum tortrészével modosult. Kissé durvédbban meg kell te-
hat valtoztatnunk a mozgéast, hogy a hatasvaltozo egy egész kvantumnyit ugorjon - a meg-
engedett palyak klasszikus folytonos sokasdga helyett a meg nem engedett palyak folyto-
nos halmazabdl itt-ott felbukkand, egymastdl véges tavolsagban, diszkréten elhelyezked6
megengedett palyakkal talalkozunk. Ezeket akar meg is szamozhatjuk, hiszen a helyzet ah-
hoz hasonlit, mint amikor a szamegyenes folytonosan elhelyezkedd val6s szdmai helyett
csak az egymaéstdl elkilonilten elhelyezkedd egész sz&mokat vesszik figyelembe.

Bohr egyik posztulatuma szerint a megengedett palyan mozg6 elektron nem sugéroz ki
elektroméagneses hullamokat. Maxwell forog a sirjaban, de a modell jol mikddik.

Mas fizikai mennyiségek is kiszdmithatdk a palya alapjan, példaul a rendszer energiaja.
Es ha a palyak diszkrét Iépésekben véltoznak, az energia sem vehet fel akarmilyen értéke-
ket. A klasszikus mechanikab6l szarmazo energiaképleteket és a diszkrét, kvantalt palya-
kat figyelembe véve Bohrnak siker(lt kiszamitania az egyik legegyszer(ibb, de a val6sagban
is el6forduld rendszer, a hidrogénatom (azaz a maganyos proton koriil keringd egyetlen
elektron) lehetséges energiait.

Es persze a killénb6z6 palyak energiainak kiilonbségét. Hiszen a Bohr-modell kévetke-
26 feltevése épp az, hogy a kilénbdz6 energidju palyak kozt van dtmenet - nem folytonos,
hanem diszkrét, pillanatszer(: az elektron mintegy ,,atugrik” egyik palyardl a masikra. Ha
a nagyobb energiaju palyardl ugrik a kisebb energiajura, akkor kdzben pedig kisugarozza
a felesleges energiat, azaz a két palyahoz tartoz6 energidk kilonbségét. A forditott iranyd
ugrashoz pedig a megfelel6 energiakilonbség befektetésére van szilkség - ezt kiils6 forras,
adltalaban az atom altal elnyelt sugarzas biztositja. Planck képlete alapjan viszont a sugar-
zé&s elemi adagjénak (a fotonnak) energidja ardnyos a sugarzas frekvencigjaval. Lassunk
csodat: Bohrnak ezzel az dsszetdkolt (és bels6 ellentmondasokat tartalmaz6) modellel si-
kertlt kimagyardznia az atomok altal kibocsatott fény diszkrét spektrumvonalait. Mi tobb,
ez az egyszer(i szamitas a hidrogénatom esetén pontosan megadta a spektroszkopusok &l-
tal kisérletileg talalt Balmer-formulat! Az abban szerepld két, addig misztikusnak t{in
egész szam hirtelen egyszer( magyarazatot kapott: az ,,ugras” el6tti és utani elektronpalya
sorszama jelent meg a formulaban.

Az atomok titokzatos stabilitasa is érthet§vé valt. A Bohr-modell feltevései szerint az
elektron ,,0nként” csak a nagyobb energiaju allapotbol ugorhat at a kisebb energiajuba, hi-
szen a forditott iranyd ugrashoz valahonnan energiat kell szereznie. A modell szerint vi-



Rejtett paraméterek ...

szont a rendszernek van egy legalacsonyabb
energiaju, un. alapallapota - innen nem tud
hova ugorni az elektron, mert mar nincs ki-
sebb energidju allapot, kdvetkezésképpen
tartésan ebben az allapotban marad. igy a
rendszer stabil.

Azt is megmagyarazhatjuk, miért nyelik
el az atomok épp azokat a frekvenciju su-
garzasokat, amiket kibocsatani is szoktak:
az adott frekvencidnak pontosan megfelel
két megengedett atomi palya energigjanak
kulonbsége, igy az alacsonyabb energidju
palyan mozgd6 elektron a sugarzast elnyelve
feljebb, magasabb energiaszintre kerul. Az
elem g6zén athaladd, folytonos spektrumu
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Balmer-

sorozat

(lathaté
fény)

11. 4bra. A hidrogénatom spektrumanak (lasd 9. &bra)
magyarazata a Bohr-modell alapjan. A spektrumban ko-
rébban felismert szinképvonalak a lehetséges elektronpéa-
lyak kozti atmeneteknek felelnek meg. A felfedezGikrél

elnevezett vonalsorozatok a killonboz6 szintekrdl indulé,
de azonos elektronpalyan végz6dé ugrasok soran kibo-
csatott szinképvonalakat tartalmazzak.

fénybdl a nekik kedves frekvenciaju sugar-
zést elnyelik az atomok, és Un. gerjesztett
allapotba keriilnek - a tovabbhaladd fény-
bél pedig hianyzik a megfeleld frekvenciaju
komponens. (Persze az atom kés6bb visszaugrik az alacsonyabb energiaju allapotba, djra
kibocsatva a fényt - csakhogy ez a kisugarzas altalaban nem az eredeti fénysugar terjedési
iranyaba torténik.)

A Bohr-modell alapjan azonnal megoldhatdva, sét trivialissa valik a régi rejtély is: miért
is egyformak az atomok. A valasz egyszer(: a megengedett allapotok halmazabdl mind-
egyik ugyanabban az allapotban, a legalacsonyabb energiaju alapallapotban van. igy min-
den fizikai tulajdonsaguk megegyezik. Kiils6 energia befektetésével az atom kibillenthetd
ebbdl az allapotbdl (gerjeszthetd), de hamarosan visszatér az alapallapotba. Ekkor pedig
mar nem killdonboztethetd meg attdl a rokonatdl, amely ezalatt végig az alapallapotban ma-
radt.

A kdzdnséges, atomos anyag létét és stabilitasat tehat sikeresen megmagyarazta a Bohr-
modell. Hasonldképpen bonyolultabb és fejlettebb utddelméletei is. Ma is a kvantumelmé-
let egyik legnagyobb sikerének tartjuk, hogy megoldotta ezt a sokak szaméra korabban fel
sem mer(lt alapvet6 problémat: miért stabil a benniinket korllvevé anyag.

(A Bohr-modellben egyszer( feltevésként szerepelt, hogy az elektron a kisebb energiaju
allapothol csak kiils6 energiabefektetés, ,,gerjesztés” hatdsara megy at nagyobb energiaju
allapotba, a forditott folyamat viszont ,,6nként” végbemegy - ez az Un. spontan emisszio.
A késébbi kvantummechanikaban épp ez az dnkéntesség okozott gondot: a Schrodinger-
egyenlet szerint az atom gerjesztett allapotai is stabilak, az elektronnak esze agaban sincs
leugrani az alapallapotba. Erre a rejtélyre csak az elmélet kdvetkez6 1épcséfoka, a kvan-
tumelektrodinamika adott valaszt. Ez az elmélet, amely mar az elektromagneses mez6
kvantumos tulajdonsagait is figyelembe veszi, a spontan emissziot az elektronnak az elekt-
romagneses mez6 kvantumfluktuacioival toérténé kdlcsdnhatasaval magyarazza.)

A klasszikus mechanikabdl, elektrodinamikabdl, valamint a mindkettének ellentmond6
kvantumposztulatumokbol felépitett Bohr-modell tehat - legalabbis kvalitative - jol leirta
atapasztalt atomfizikai jelenségeket. A legegyszer(ibb atom, a hidrogénatom esetében pe-
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dig, amikor a sziikséges szamitasokat ténylegesen is el lehetett végezni, az eredmény pon-
tosan egyezett a kisérleti tapasztalattal.

A kovetkez6 évtizedben hihetetlen pezsgés indult meg: fizikusok hada vetette magat az
Uj elméletre. Egyik résziik megprébalta megalapozni, egyszer(bb és érthet6bb hipotézisek-
re visszavezetni Bohr feltevéseit (erre vonatkozott Bohr hires bon moi-ja: Az On elmélete
kétségtelendil 6rilt. De nem eléggé 6rilt ahhoz, hogy igaz lehessen.). Egyes fizikusok a kor ma-
sik ,,0rult”, de igaznak bizonyult elméletét, a relativitaselméletet probaltak bevetni, és a
kvantumfeltételeket a téridé nemtriviélis tulajdonsagaira akartak visszavezetni. (Késébb, a
harmincas évek elején Neumann is prébélkozott egy ilyen elmélettel.)

A tuddsok masik része pedig - nem kutatva a Bohr-posztulatumok ,,eredetét”, de latva
azok m(ikodését a hidrogénatom esetében - mas, 0sszetettebb rendszerekre, bonyolultabb
atomokra, illetve molekulakra is megprobéalta alkalmazni. E rendszerek spektruméban is
latszik valami szabélyossg, csak nem olyan egyszer(, mint a hidrogénatoméban. A kuta-
tok igen nagy matematikai bonyodalmakba (itkoztek. Mar az el6z6 fejezetben is volt sz6
arrél, hogy mig a kéttestprobléma a klasszikus mechanikdban egyszer(ien targyalhato, ha-
rom test esetében mar lekiizdhetetlen matematikai nehézséggel jar a lehetséges palyék ki-
szdmitasa. A hidrogén utan kovetkez6 legegyszer(ibb atom, a héliumatom pedig harom
testb6l: atommaghbol és két elektronbdl all. A palydk meghatarozasa utan ki kellene vélasz-
tani koziulik a Bohr altal megengedetteket - csakhogy a palyakat sem lehet pontosan ki-
szamitani. Erdekes modon az alkélifémek (a periodusos rendszer els6 oszlopanak elemei,
pl. a kdlium és a natrium) esetén viszonylag jél mikddott Bohr mddszere, mas atomokkal
nem sikerilt ddl6re jutni.

A hullammechanika

Gjabb fordulatot 1924 hozott, amikor egy fiatal francia fizikus, Louis de Broglie egysze-
r(, szemléletes magyarazatot talalt Bohr kvantumszabalyaira - legalabbis a megengedett
palyakat kivalaszto szabalyra.

Gondoljuk meg, a fizika mely klasszikus teriiletén taldlkozunk a Bohr-féle szabélyokhoz
hasonlé feltételekkel: a lehetséges mozgéasok folytonos halmazabdl bizonyos ésszer(i felté-
telek csak néhéany, diszkréten elhelyezked6 mozgéas megvaldsulasat engedik meg? A vélasz:
a hullamtanban.

Vizsgéljuk meg a két végén leszoritott har, azaz egy transzverzalis rezgésekre képes, ki-
feszitett rugalmas szal mozgasat! A mozgasra vonatkozé Un. hullamegyenlet legegyszer(bb
formalis megoldasai a tetsz6leges frekvenciaji harmonikus (azaz id6ben és térben is szinu-
szos fliggvény szerint valtozo) rezgesek. Ha csak hatarozott frekvenciaju, szinuszos idéfiig-
gésl mozgésforméakat kerestink, akkor a hatarfeltétel (az, hogy a hir két végét rogzitettik)
csak eme rezgések egy bizonyos részhalmazanak megvaldsulasat teszi lehet6vé: azokat,
amelyek esetén a hdr megadott hosszan éppen egész szamu félhullam fér el. A hullam-
hossz tehat egy rogzitett hosszUsag és egy (pozitiv) egész szam hanyadosa lehet. A hullam-
hossz alapjan kiszamithat6 a rezgésszam is (forditva aranyosak): a rezgésszam épp egy
alapfrekvencia egész szamu tobbszorosének adddik. A har egyes rezgeési lehet6ségei, ,mo-
dusai” megszamozhatdk, egész szammal jellemezhet6k, akarcsak az atomi energiaszintek.
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A hdr természetesen bonyolultabb moz-
gasokra is képes. Az altalanos mozgés az
egyes a hatarozott frekvenciaju egyszer(
mozgasok (Un. normalrezgések) keveréké-
nek, szuperpozicidjanak tekinthet6. Ilyen-
kor a hur egy adott pontjanak kitérését tugy
kapjuk, hogy az egyes normalrezgések alap-
jan kiszamolt Kitéréseket dsszeadjuk. Eme
Osszeadddasi, szuperponalddasi lehetdsé-
get a mozgast leird hullamegyenlet linearis
volta teszi lehetévé.

Hasonl6 a helyzet bonyolultabb rezgd
rendszerek, pl. egy kifeszitett membran
vagy egy Uregben rezg6 levegd esetén. Itt is
felbukkannak egész szamok, Un. kvantum-
szamok a rezgési lehet8ségek indexelésére.
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12. dbra. A har normalrezgései. A két végén rogzitett har
(pl. a gitar hurja) akkor végezhet tiszta harmonikus (az-
az fix frekvencidju, tiszta szinuszos) rezgéseket, ha a har
hossza épp a félhulldmhossz egész szdmu tébbszorose.
Az abran az els6 harom normalrezgés lathaté. Adott |
hosszlisdgu har esetén az n-dik normalrezgés hullam-
hosszaval forditva aranyos a rezgés frekvencidja, azaz a
har altal kibocsatott hang magassaga.

A lehetséges frekvencidkat most bonyolultabb képlet &llitja el6, azok nem tébbszdrdsei egy
alapfrekvencidnak, nincsenek ,,harmonikus” viszonyban. (Ezért ad ki harmonikus zenei
hangot az egydimenzids hur vagy a fuvola csévében rezg6 leveg6, és ezért ad diszharmoni-
kus hangot, zajt a kétdimenziés membrand dob.) E bonyolultabb rezgé rendszerek esetén
az egyes normalrezgések szuperpozicidjaként kaphat6 meg a hulldmegyenlet altalanos
megoldésa.

De Broglie 6tlete szerint valami hasonl6 hulldmjelenségre kellene visszavezetni a Bohr-
féle posztuldtumot is. De mi adja a hatérfeltételt? A zsenidlis megoldas szerint az, hogy
nincs hatar: ha az elektron az atommag korili palyan hulldmszeriien viselkedik, akkor a
palya kore (vagy ellipszise) mentén éppen egész szamu hullamnak kell elférnie, hogy a hul-
lamgorbe - korbeérve - akadalytalanul folytathatd legyen.

Ez eddig természetesen csak - kissé bo-
nyolult - atfogalmazadsa a Bohr-posztula-
tumnak: minden Bohr-pélyara kiszamithat-
juk a hulldmhosszat, de ez nem alapvet6en
0j informécid. De Broglie azonban megmu-
tatta, hogy minden ismert (egzaktul szamit-
hatd) esetben az igy kapott hullamhossz
forditva ardnyos a megfelel6 klasszikus
mozgas soran kiszamithatd impulzussal, az
ardnyossagi tényez6 éppen a Planck-al-
lando.

13. abra. De Broglie-hullamok az atommag kéril De
Broglie szerint csak azok a palyak valésulhatnak meg,
amelyeken éppen ,.elfér' az elektronhoz rendelt hullam,
azaz a korpalya kerulete egész szamu tobbszérdse a hul-
ldmhossznak. A hullamhossz de Broglie képlete alapjan

Ez viszont olyan &ltalanos térvénynek td-
nik, amely mélyebb, mint a Bohr-posztula-
tum! Ha ezt a tételt allitjuk az elmélet élé-
re, akkor Bohr eredményei ebb6l levezet-
hetévé valnak (és a tudésok reménye sze-
rint a Bohr mddszerével kezelhetetlen bo-
nyolultabb esetek is vizsgalhatdak lesznek).

forditva aranyos az impulzussal az impulzust viszont a
klasszikus mechanika alapjan kell kiszamitani Ez az el-
jaras a hidrogénatom esetében a Bohr-féle kvantalassal
azonos eredményre vezet: azonos palyasugarakat és azo-
nos energiaszinteket hataroz meg. Az abran az elsé ha-
rom Broglie-féle hulldm szimbolikus &bréazolasa lathaté
(valéjaban kiilonb6z6 sugaru kordkre kellene elhelyezni
a hulldmokat).
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Bohr elmélete nem mond semmit az elektron szabad mozgasarol, azaz arr6l, hogyan vi-
selkedik akkor, amikor nincs atomban kotve. Ha viszont elfogadjuk de Broglie hipotézisét,
az elektronhoz ekkor is hozzarendelhetd egy hullam. A hulldmok alapveté tulajdonsaga a
diffrakcid és az interferencia: megfeleld réacsra ejtve a hullam elhajlik, ernyére érve pedig
két hulldmhegy egymaést er6sitd, illetve hulldmhegy és hullamvolgy egymast gyengité hata-
sa kovetkeztében jellegzetes interferenciacsikok kialakulasa varhat6. De Broglie képlete
alapjan kiszamithatd, hogy milyen s(r( racsra van szilkség a mérhetd elhajlasi kép létreho-
zéséhoz: a kristalyracsban elrendezett atomok alkotta diffrakcios racs éppen megfelel. Es
valdban: a hipotézis utdn nem sokkal mar ki is mérték az elektronhulldmok kristalyracson
tortént elhajldsa okozta interferenciaképet.

14. 4bra. Elektronhullamok diffrakcios képei. Az els6 fényképen polikristalyos szerkezetd aluminiumfélian, a méasodi-
kon natrium-klorid egykristalyon létrejétt diffrakci6 lathat6. Kordbban hasonlé képeket csak rontgensugarakkal (me-
lyek az elektromégneses hullamok egyik fajtajat alkotjak) tudtak létrehozni. A harmadik felvétel a lathat6 fény optika-
jabol isjol ismertjelenséget, a hullamok él mentén torténd elhajlasa soran létrejové interferenciaképet mutat be - csak-
hogy ezuttal nem fény, hanem elektronhulldm hajlott el egy aluminium-oxid kristaly éles szélén. A felvételek nem sok-
kal az elektronok hulldmtermészetének felfedezése utan, az 1920-as évek kozepén késziltek.

Innen mar csak egy Iépés hidnyzott a modern kvantummechanika megsziletéséhez: a
hullamokhoz hullamegyenlet kell, aminek a hullamfliggvény a megoldasa. Két ad hoc hi-
potézist (Planck tételét az energia és a frekvencia aranyossagarol, de Broglie képletét a
hullamhossz és az impulzus forditott aranyossagarol), valamint a részecske energiaja és im-
pulzusa kozott a klasszikus mechanikdban fennalld kapcsolatot felhasznalva Erwin
Schrédinger osztrak fizikus felirta az elektronhullamok hullamegyenletét, elészor csak sza-
bad elektronra, majd ezt altalanositva az atommag elektromos terében mozg6 elektronra
is. Megsziletett a Schrodinger-egyenlet, a kvantummechanika alapegyenlete.

Az elméleti fizikusok most ismét elemiikben érezték magukat. Fél évszdzada, a
Maxwell-elmélet elfogadasa 6ta mast sem csinaltak, mint hullamegyenleteket oldottak
meg furcsa mellékfeltételekkel (az egyik neves elméleti fizikus a szdzadfordul6 tajan kisza-
mitotta egy afrikai sos t6 mellé telepitett radidantenna hulldmainak terjedését, a sos viz
elektromos vezet6képességének figyelembevételével). Szamos jél kidolgozott matematikai
modszer allt rendelkezésiikre, és ezeket most be is vetették. Hamarosan mar a kilénb6z6
rendszerekre alkalmazott Schridinger-egyenlet szdmos megoldésat ismerték.

Emlékezziink vissza a hdr esetére: a hullamegyenlet megoldasahoz hatarfeltételek is
kellenek. A hidrogénatom Schrodinger-egyenletének ,,természetes” hatéarfeltétele az, hogy
a hullamfuggvény (barmi is legyen annak fizikai jelentése) az atommagtdl végtelen tavol
tartson nullahoz. Ezzel az egyszer(i hatarfeltétellel és az elméleti fizikusok differencial-
egyenlet-megoldé rutinjaval hamarosan sikerilt is meghatarozni a hidrogénatom-problé-
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ma lehetséges energiaszintjeit. Es természetesen megkaptak a kisérletekbdl ismert
Balmer-formulat.

Hogy keril ide az energia? Gondoljunk Planck képletére, amely a részecske energiajat
és a hullam frekvenciajat kapcsolja 6ssze: ahogy a hur sem rezeghet - az adott hatarfelté-
tel mellett - tetsz6leges frekvenciaval, gy a Schrodinger-egyenletben paraméterként sze-
repl6 energia tetszéleges értékére sincs az egyenletnek a végtelenbeli hatarfeltételt kielé-
gitd megoldasa. Csak bizonyos energidk esetén - és ezek megegyeznek a Bohr-modell
»,megengedett” energiaszintjeivel.

Schrodinger egyenlete - a hdr hullamegyenletéhez hasonléan - lineéris differencial-
egyenlet. Megoldasai tehat dsszeadhatok, szuperponalhatok. Ahogy a hir esetében a szu-
perponalt megoldas tébb Kkilonb6zé frekvencidji normalrezgés keveréke, Ugy a
SchrodInger-egyenlet altalanos megoldasdhoz sem tartozik hatarozott energiaérték - a
megoldas kiilonb6z8 energiaju allapotokat leird hullamflggvények szuperpozicidja. Men-
nyi hat az energia értéke ebben az allapotban? Hatérozatlan - ez egyik megnyilvanulasa a
kvantummechanika valdszin(iségi, statisztikai jellegének, aminek részletes elemzésérél ha-
marosan sz6 lesz, hiszen Neumann Janos e téren is alapveten hozzajarult az elmélet fej-
I6déséhez.

Adosok vagyunk a valasszal egy igen fontos kérdésre. Ez a kérdés azonnal felmertlt a
kortarsakban is, amint megismerték de Broglie hipotézisét, Schrodinger hullamegyenletét,
és még inkabb, amikor a hullamtermészet kisérleti bizonyitéka, az elektronhullamok diff-
rakcidja koztudomasuva valt: mi is az, ami hullamzik? Mit jelent a Schrddinger egyenlet
megoldasa, a nevezetes hulldmfliggvény? Vagy ahogy az egyik kortars fogalmazta: mi is a
,.-hulldmzani”’ ige alanya?

Ezen a kérdésen azoéta is vitatkoznak a fizikusok. Kés6bb részletesen visszatérink a
problémara.

Szimmetriak

A Schrodinger-egyenlet konnyen altalanosithaté tobbelektronos atomok esetére. Akkor
is differencialegyenlet marad, csak kicsit bonyolultabb. A hullamegyenleteken edzett fizi-
kusok mégis tobb reménnyel lattak neki eme egyenlet - legalabbis kozelitd - megoldasa-
nak, mint a teljesen reménytelen mechanikai soktestprobléma Bohr-féle kvantalasanak.
Hamarosan megszilettek az els6 részeredmények.

Ahogy az elektronok szdma noévekszik, (gy nehezedik a Schrodinger-egyenlet megolda-
sa is. Ugyanakkor felbukkan egy (j jelenség: a szimmetria. Ha a sokelektronos atom két
elektronjat felcseréljuk, a rendszer nem valtozik. Hasonld a helyzet az elektronok tetsz6-
leges permutacidja esetén is. Ezt a szimmetriat nyilvanvaléan figyelembe kell venni az
atom elektronrendszerének leirdsa soran. Kétféleképpen is: egyrészt meg kell kovetelni,
hogy az egyenlet megoldasa ne legyen érzékeny két elektron felcserélésére. Masrészt a
szimmetria segitséget is jelent: kevesebb esetet kell végigbogarasznunk a megoldas soran,
hiszen ha két eset csak az elektronok felcserélésében kilonbozik, akkor fizikailag ekviva-
lensek, felesleges mindegyikkel kiilon-kiilén foglalkozni.
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Az atomok leirdsakor egy masik fajta szimmetrianak is fontos szerepe van. Ez pedig az
atom sajat kozéppontja koruli elforgatasa iranti érzéketlensége, forgasszimmetriaja. Az
atommag elektrosztatikus tere, ami az elektronokat keringésre kényszeriti, nyilvanvaldan
gbmbszimmetrikus: a vonzoerd sugariranyu, nagysaga csak a kozépponttdl vald tavolsagtol
fugg, az iranyt6l nem. Ha egy atom bonyolult elektronrendszerét a kézépponton atmend
valamelyik tengely koril tetsz6leges sz6ggel elforgatjuk, a rendszer az eredetivel fizikailag
ekvivalens marad, egyebek kozt energidja sem valtozik meg. Ennek a ténynek tikroz6dnie
kell a Schrodinger-egyenlet megoldasa soran is.

A helyzetet némileg bonyolitotta az az id6kdzben felfedezett tény, hogy az elektronok-
nak spinjuk, sajat belsd impulzusmomentumuk (és ehhez kapcsol6dd magneses momentu-
muk) is van, valamint a Pauli-elv, mely szerint két elektron nem lehet azonos allapotban.
Ezek a fizikai fogalmak lefordithatok a Schrddinger-egyenlet szimmetriaviszonyainak
nyelvére.

A sokelektronos atomokkal foglalkozo fizikusok atérezték a szimmetriatulajdonsagok
fontossagat, és megprobaltak 6ket figyelembe venni a Schrodinger-egyenlet megoldasa so-
ran. Am kiilonb6z6 madszereik igen eltéré eredményekhez vezettek.

Ez az a pont, ahol Neumann Janos el&szor jelenik meg a kvantummechanika torténeté-
ben.

Neumann baratja, Wigner Jend is egyike volt azoknak, akik a sokelektronos atomok
energiaszintjeinek meghatarozasaval foglalkoztak. 1926-ban Neumann hivta fel Wigner fi-
gyelmét arra, hogy a szimmetridk leirdsara és szisztematikus targyalasara létezik egy jol ki-
dolgozott matematikai modszer: a csoportelmélet, ezen belil is a csoportok linearis abrazo-
lasainak elmélete. Wigner ezt kovet6en olyan alaposan elsajatitotta (majd késébb alkot6
maodon tovabbfejlesztette) a csoportelméletet és kvantummechanikai alkalmazasait, hogy
hamarosan a téma vezet6 szakért6jévé valt. A kdvetkez6 években publikalt cikkeiben cso-
portelméleti alapon tisztdzta az elektronrendszer szimmetriasajatossagainak hatasat a
Schrédinger-egyenlet megoldasaira. Késébb, 1932-ben megirta alapvet6 jelent6ségd, ma is
sokat idézett tankdnyvét (Csoportelméleti moédszer a kvantummechanikaban), amely az el-
telt évtizedek alatt sem avult el, élményszer(i és kedvet add, ugyanakkor mélyre hatol6 be-
vezetés a témakdrbe. Késébbi kutatasai soran az atommagok, majd az elemi részecskék fi-
zikajara alkalmazta a csoportelméletet, és szamos ismeretterjesztd jellegl esszében is fel-
hivta a figyelmet a szimmetridknak a fizika-
ban és altalaban a természettudoméanyban
jatszott fontos szerepére (esszéi magyarul
is megjelentek Szimmetriak és reflexiok cim-

lin ganzen habén wir alao folgende Terme:

-2 - X o 1 3

1
Antitymnietriach . . .1 0 2 2 0
Eatartetu 8 6 6 |
Sjrmaietrisch . R T 2 4 4 1

Das 9ind 81 linear anabh&ngige Eigeiifuoktionen, wie man auch direkt
abzKhlen kann. Wenn wir die durcb die Drehgruppe geforderten Za-
sammenfasaungen vomehmen, bo erbalten wir:

3 1 0
(3IMk«Teroi«) TcraM) [eiattchc T«nM)

Astisjrmnetrilcfa 0 H 1 , 1 1 1
Entartet.......ccooevvvennn 1 % 2 3 1

Syametritch ... j 1 2 0

15. abra. Részlet Neumann és Wigner cikkéb6l, amely-
ben az atomok elektronrends?(tét és spektnimat targyal-

j&k a csoportelmélet atapjan. A tablazatban szerepl sza-
mok a szinképvonalak finomszerkezetét irjak le a tapasz-
talattal (Iasd 9. &bra) j6 egyezésben.

mel).

1928-ban jelent meg a kor vezet§ fizikai
folydiratdban, a Zeitschrift flr Physik-ben
Neumann és Wigner haromrészes cikkso-
rozata, amelyben a csoportelmélet alapjan
szisztematikusan targyaltak az atomi spekt-
nimok elméletét, az elektron Spinjének és
az elektronrendszerek szimmetnatulaidon-

sagainak figyelembevételével. Ez a cikkso-
rozat a kdvetkezd évek hasonld jellegl ku-
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tatasaiban példaként, vezérfonalként szolgalt, szamtalanszor hivatkoztak ra. Az atomok és
molekuldk elektronrendszerének leirdsa sordn ma is a Neumann és Wigner altal kijel6lt
Uton halad a kutatas.

A kvantummechanika kialakulasa

Id6kdzben (pontosabban a de Broglie-Schrodinger-féle fejleményekkel parhuzamosan)
a kvantummechanika alapjainak kiépitése soran egy nem vart, absztraktabb jellegl fordu-
lat is bekdvetkezett. Egy fiatal német fizikus, Werner Heisenberg meglepé és ujszer(i ma-
tematikai sémaval allt el6, amivel ugyancsak sikerilt reprodukélnia a Bohr-modell addigi
eredményeit, és tovabbi &ltalanositasra is lehet6séget adott. Ez volt a méatrixmechanika
kezdete. Mig Schrodinger egyenlete mintegy megnyugvassal toltotte el az id6sebb fizi-
kusnemzedéket, hiszen az Uj és érthetetlen fizikat jol bevalt, altaluk ismert matematikai
eszkdzokkel, differencialegyenletekkel probalta leirni, addig Heisenberg probalkozasa in-
kabb a fiatalabb, a hagyomanyos matematikai dgakban kevésbé képzett, és (tdn ezért is)
Gjitasokra mindig kész fizikusok tetszését nyerte el. Ehhez hozzajarult az elmélet matema-
tikai kifejtésehez kapcsolodo, lazado jellegl ,.filozdfiai” interpretacio is.

Heisenberg ugyanis - mintegy Einstein hires tettét megismétlendd, amellyel szam{zte a
fizikabol a mindent bet6lt6, am fizikailag észlelhetetlen éter hagyomanyos, sok nehézséget
okozé fogalmat - most a Bohr-palyak és egyéb kimutathatatlan ,,boszorkanyok” végleges
Kisepriizésere szolitotta fel kollégait. Pozitivista filozofiai hozzaallasa szerint e nem észlel-
het6 objektumok nem szerepelhetnek az alapvetd elméletben - csakis olyan mennyiségek,
amelyeket ténylegesen mérni lehet, példaul a kilénb6z6 energiaszintek kozti atmenetek
sordn kibocsatott sugarzas intenzitasa. Ezeket a valdban mérheté adatokat tablazatokba
(kés6bb gy mondtak: matrixokba) rendezte, majd matematikai 6sszefliggéseket keresett -
és talalt - koztik. Ezek alapjan pedig Ujabb, kisérletileg is meghataroz6 adatokat tudott
(sikeresen) kiszamolni. Talan mar ennyibdl is latszik az eljaras absztrakt volta - szemben
a de Broglie-Schrodinger-féle hulldmok megszokott, otthonos, szemléletes mivoltaval (el-
tekintve persze attol, hogy senki sem tudta: ugyan mi is hullamzik).

A métrixok elmélete sem volt teljesen Uj - a kdzgazdaszok és a mérnokdk mar évtize-
dek 6ta hasznaltak. A fizikusoknak azonban nem tanitottak, hiszen a matrixok - egy-két
periférialis terllett6l eltekintve - csak elvétve szerepeltek a fizikaban. Amikor Heisenberg
kidolgozta elméletét, egyik professzora figyelmeztette, hogy az altala bevezetett tablazato-
kat és a rajuk értelmezett miveleteket mas tudomanyagakban mar régota ismerik, és mét-
rixnak nevezik. Persze van egy Kis kiilénbség, hiszen a mérnoki és kbzgazdasagtani gyakor-
latban csak véges méretli szdmtablazatok szerepeltek, mig Heisenberg matrixai végtelen
nagyok voltak.

Természetesen felmeril a kérdés, mennyiben jogosult a véges matrixokra értelmezett
miveleteket (6sszeadds, matrixszorzas sth.) végtelen sok elemet tartalmazé szamtéablaza-
tokra kiterjeszteni. Végtelen sok szdm Osszeadasa értelmezhetd, de nem mindig vezet egy-
értelmd eredményre, sét olykor végtelen értéket ad. Az (j matematikai eszkdzzel ismerke-
d6 fizikusokat ez nem nagyon izgatta, Neumann és néhany mas matematikus viszont elkez-
dett foglalkozni a kérdéssel: Vajon milyen feltételeket kielégité végtelen matrixokkal lehet
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a véges matrixokkal analog miveleteket végezni, és az ezekre vonatkozd szabalyok, téte-
lek kdzul melyek maradnak érvényben, melyek médosulnak? A kérdést néhany év mulva
Dirac transzformaci6elmélete, majd Neumann operatorokra vonatkozé altalanos tételei
tisztaztdk megnyugtatoan.

Heisenberg és ifju kollégai a kbvetkez6 hdnapokban és években megvizsgaltak a kvan-
tumelmélet konkrét feladatait, és alkalmaztak rajuk a matrixmechanika modszereit. Ez -
a modszer Ujdonsaga, szokatlan volta miatt - olykor csak nagyon kériilményesen sikerdilt.
Pauli dolgozata, amelyben a hidrogénatom energiaszintjének problémajat targyalta a mat-
rrxmechanika alapjan, sokkal terjedelmesebb, bonyolultabb, és nehezebben kovethet6,
mint a Schrédinger-egyenlet alapjan torténd analdg levezetés. De a két modszer végered-
ménye megegyezett!

Vajon véletlen ez az egybeesés? Két elkeseredett ellenfél versengése gyakran végz6dik
furcsa Kiegyezésben, osszeboruldsban. Schrddinger nemsokara publikalt egy cikket ,,A
Heisenberg-Jordan-féle kvantummechanika viszonya az enyémhez’” cimmel, amelyben bebi-
zonyitotta, hogy a két elmélet matematikailag ekvivalens. Méas sz6val ha egy problémat
mindkét elméletben meg lehet oldani, az eredmény azonos lesz. Az elméletek egyes allita-
sai is ,,lefordithatok”, matematikailag attranszforméalhatok egymaésra.

Ett6l kezdve nincs értelme a szembeallitasnak. Illetve... Bar a fizikai eredmények azo-
nosak, az elérésiikhdz vezetd Ut nehézsége, illetve szépsége a két elméletben kulénbozhet.
Mivel a fizikusok t6bbsége a ,,régi matekot”, a differencialegyenleteket tanulta egyetemi
éveiben, érthetd, hogy a kdvetkezd években, amikor a kvantummechanika megkezdte be-
hatolasat a fizika kilonbdz6 szaktudomanyaiba (pl. kialakult a molekulafizika, a kémiali
kotés elmélete, a szilard testek és a szuperfolyékony hélium kvantumelmélete stb.), a leg-
tobben a Schrodinger-féle hulldAmmechanikat alkalmaztak, illetve abbdl kiindulva dolgoz-
tak ki a kulonb6zd szamitasi és kozelitd modszereket. A matrrxmechanika viszont verhe-
tetlen volt azokon a specidlis terlileteken, ahol az eredeti Heisenberg-féle végtelen tabla-
zatok helyett véges matrixokkal lehetett dolgozni. llyen volt az elektronspin nemrela-
tivisztikus elmélete, majd néhany év mulva a Paul Dirac altal kidolgozott relativisztikus
kvantumelmélet (ehhez a tudomanyteriilethez Neumann Janos is hozzajarult egy cikkel),
még kés6bb az atommag Ujonnan kialakulé fizikaja.

Dirac és a transzformaciéelmélet

A kvantummechanika e két, matematikailag ekvivalens alakja Ugy tekinthet6, mintha
egy fizikai jelenséget egyik vagy masik koordinata-rendszerre vonatkoztatva irnank le. A
szdmadatok, a konkrét részeredmények masok, de a hattérben a mennyiségek kozti dssze-
fliggéseknek, alapvet6 kapcsolatoknak ugyanaz a rendszere hizodik meg.

Ez a szitu&cié emlékeztet példaul a vektor matematikai fogalméanak bevezetésére. E fo-
galom az egyszer(iségéhez képest - ma mar az altalanos iskoldban is tanitjdk - meglepéen
késén, a XIX. szdzad végén sziletett meg. Egy vektort egy adott koordinata-rendszerben
harom szdmmal adhatunk meg {N dimenzios térben persze N szammal), és a vektoron ér-
telmezett miveleteket (6sszeadas, szammal val6 szorzés, skalaris és vektoridlis szorzéas
stb.) e koordinatak vagy komponensek segitségével fejezhetjik ki. Egy méasik koordinata-
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rendszerre attérve altaldban minden szerepl6 vektor minden komponense megvaltozik, de
akoztik fennallé osszefliggések - mint pl. az, hogy két vektor meréleges egymasra, vagy
hogy egy vektor két masik vektor 6sszege  mindkét rendszerben egyarant fennallnak.
Ezért a két koordinata-rendszerbeli két szdmharmast nem két 6nall6 matematikai objek-
tumnak tekintjiik, hanem ugyanannak az absztrakt matematikai entitdsnak (magénak ,,a”
vektornak) két kilonbdz6 reprezentacidjanak. E két szamharmasban ugyanaz az informé-
cid rejtézik, ezért kolcsondsen egyértelmlen at is szAmithatok egymaésra. Ezzel foglalkozik
a lineéris algebra transzforméacidelmélet nev( aga.

Erdemes bepillantani egy szaz évnél ré-
gebbi, kb. a XIX. szazad derekan irt fizikai,
pl. hidrodinamikai tankényvbe. A mai olva-

s meglepve veszi észre, hogy akkor még

nem hasznéltak vektorokat, azokat a

mennyiségeket, amiket ma egy vektor kom-

ponenseinek neveziink, 6nallé betivel je-

I6Iték. Ennek kovetkeztében az e kdnyvek-

ben szerepl6 egyenletek rengeteg kiilénbo-

z6 bet(jelet tartalmaztak, és ijesztéen terje-

delmesek voltak, pl. a ma egy sorban elféré

Navier-Stokes-egyenlet részletesen kiirva

egy egész konyvoldalt betdltott. Az abszt-  16. abra. Vektor és komponensei két kiilonbéz8 koordi-
rakt vektorfogalom (és a vele kapcsolatos  nata-rendszerben

miveletek) bevezetése tehat nemcsak ,,ma-

gasabb szintre” emelte a matematikai fogalmat, hanem jelentdsen egyszer(sitette az
egyenletek kezelését, attekinthet§ségét, megjegyezhetfségét, segitette a fizikai 1ényeg ki-
hadmozéasat a matematikai szimbdlumok dzsungelébdl.

Hasonld program véghezvitelére vallalkozott Paul Dirac angol fizikus a kvantummecha-
nika két alakjanak megsziiletését, majd ekvivalencigjuk bizonyitasat kdvetéen. Ha két, el-
s6 latasra ennyire eltérdé elméletnek, mint a matrixmechanika és a hullammechanika, azo-
nos a matematikai és fizikai tartalma, és azonos kdvetkeztetések vonhatok le bel6lik, ak-
kor mindkett6 Ggy tekinthet6, mint egy absztraktabb, &ltalanosabb ,,kvantummechanika”
két reprezentacidja. Ez a szemlélet segit lehamozni az egyes elméletek esetlegességeit, sal-
langjait, és megkeresni a kdz6s mogottes tartalmat. (Senki sem adna egy lyukas garast sem
egy olyan fizikai elméletért, amelyben egy sebességvektor komponensei csakis prim-
szamok lehetnek - és a szerz§ kés6bb ebbdl vonna le messzemend kovetkeztetéseket. Mi-
ért nem fogadnank el ezt az ,,elméletet”? Mert tudjuk, hogy egy megengedett transzforma-
cio, a koordinata-rendszer elforgatasa soran a vektorok komponensei gy valtoznak meg,
hogy az Uj rendszerben nem lesznek - nemhogy primszamok, hanem még egész szamok
sem. Egy ilyen ,,elmélet” csak egyetlen koordinata-rendszerben lehetne helytallo, nem len-
ne altalanosan igaz, eltranszformalhat6, szakszoval kovarians.)

Dirac elegans formalizmusa megtalélta a kvantuma két verzidjanak kdzds magjat, és
konkrét recepteket adott arra, hogy lehet az absztrakt formalizmusrél egyik vagy masik ko-
rabbi verzidra attérni. Az egyszer(ibb kérdések, mint pl. a harmonikus oszcillator kvantum-
elmélete kozvetlenil az absztrakt formalizmusban is targyalhatok. A kvantummechanika-
val ismerked6 egyetemi hallgatdkat mindig elb(voéli, amikor az els6 6rak egyikén, szinte
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kozvetlenll a Dirac-formalizmus bevezetése utan az el6adé ,,szinte a semmib6l” levezeti a
harmonikus oszcillator lehetséges energiaszintjeit. E formalizmus szintjén nincsenek mat-
rixok, nincsenek hullamfliggvények és differencialegyenletek, csak a kvantummechanika
leparolt Iényege mikodik.

A bonyolultabb feladatok esetén természetesen mar altaldban nem elég az absztrakt
formalizmus, ,,le kell széllni a fellegekbél”, és a Schrodinger- vagy Heisenberg-féle repre-
zentaciok valamelyikében szokés tovabb szdmolni. Elsdsorban azért, mert e formalizmu-
sokban nagy szamu kozelit6 modszert dolgoztak ki az egzaktul nem megoldhatd problé-
mak kezelésére. (Hasonlit ez ahhoz, amikor egy bonyolult vektoregyenlet megoldasa soran
kénytelenek vagyunk koordinata-rendszert vélasztani, az egyenletet a komponensekre
mint szdmokra vonatkozd egyenletekre atirni, és az igy kapott egyenletrendszert szamito-
géppel megoldani.) Mindazonaltal egy-egy nagyobb lélegzet(i problémakor részletes tar-
gyaldsa utan szokas az altalanos jellegl eredményeket visszairni a Dirac-féle absztrakt és
igy kénnyebben megjegyezhet6 formaba (pl. a szérasjelenségek Lippmann-Schwinger-féle
elméletét).

Ez az a Dirac-féle formalizmus, amelyr6l Neumann a bevezet6ben is idézett mdédon igen
elismer6en nyilatkozik kdnyvében: ,,Dime mind nemrég kiadott kdnyvében, mind pedig sza-
mos cikkében a kvantummechanikat felilmualhatatlanul elegansan, témoren és ugyanakkor
invarians formaban fogalmazta meg.” - hogy aztan néhéany oldal milva megmutassa: a
Dirac-elmélet matematikailag nem kielégit6, egyszeriibben szélva helytelen. Es amely el-
mélet helyett Neumann - tébb maés szerz6vel, koztilk a matematika akkori fejedelmével,
Hilberttel egyuttm(ikddve - tobb cikkben kidolgozta, majd végil 1932-ben megjelent nagy
kényvében (A kvantummechanika matematikai alapjai) részletesen is kozreadta a kvantum-
mechanika alternativ, &m matematikailag abszollt preciz elméletét.

De tulajdonképpen mi kifogasolni valét talalt Neumann a kvantummechanika Dirac-
féle felépitésében? Ahhoz, hogy erre valaszt tudjunk adni, meg kell ismerkedniink a kvan-
tumelmélet interpretacids problémaival is.

Mi hullamzik?

A de Broglie-féle hullamhipotézis és a Schrodinger-egyenlet megsziiletése utan minden-
ki arra gondolt, hogy a hulldmzé valami egyszerien az elektron anyaga: az elektron nem
pontszer( objektum, nem is golyd, hanem a térben szétkent, hullamz6 felhécske. Ezt a né-
zetet alatdmasztotta, hogy a Schrédinger-egyenletbdl viszonylag kénnyen sikeriilt az elekt-
ron toltésslr(iségére és aramslirliségére vonatkozod, a teljes toltés megmaradasat kifejezd
an. kontinuitasi egyenlet levezetése.

Ennek a nézetnek a hatuliitéi azonban hamarosan megmutatkoztak. Ha az elektron el-
kent felhd, akkor egyes részei - 1évén mind negativ elektromos toltésiik - nyilvanvaldan ta-
szitjak egymast. Mi tartja mégis 0ssze? Hat persze: a pozitiv toltés(i atommag vonzdereje.
Es mi a helyzet a szamitégép monitoranak katodsugarcsovében most éppen velem szem-
ben repild, atommagoktdl tavoli szabad elektronnal - azt miért nem szérja szét sajat ré-
szeinek kolcsonds taszitasa?
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Természetesen feltételezhetiink valami furcsa bels6 szerkezetet az elektron belsejében,
rugokat vagy mas, nem elektromos jelleg(i 6sszetarté mezéket - ezt persze igen nehéz el-
képzelni, hiszen a Schrddinger-egyenlet megoldésa szerint az elektronfelh§ az egész ato-
mot hetdlti  am van egy sulyosabb ellenérv is.

A szétkent elektronfelh§ egyes részeinek taszitasabol szdrmazé helyzeti energiét be kel-
lene szamitani a rendszer egyéb energidi kozé, és be kellene irni a Schrédinger-egyenletbe.
Ezt el is végezték, csakhogy az igy mddositott egyenlet méar nem irta le helyesen, a kisérle-
tekkel egyez6en a hidrogénatom energiaszintjeit!

A helyzet ismét paradox: a pontszer(i proton és pontszer( elektron feltételezésével fel-
irt egyenlet helyesen adja meg a rendszer energiaszintjeit, de elkent elektronfelh6t ir le -
az elkent elektronfelhd elektromos terének figyelembevétele viszont elrontja a helyes
energiaértékeket...

Még sulyosabb a kdvetkez6 ellenérv: ha az elektron elkent felhd, akkor miért észlellink
a kisérletek soran mindig csak egész elektront? Soha senki sem mért még fél- vagy ne-
gyedelektronnyi tomeget vagy elektromos toltést! Az elektron fura joszag: amikor mozog,
akkor hullam, elkent paca, amikor becsapddik, akkor hatarozott tomeg(i és toltés(, az ész-
lel§ erny6 egyetlen pontjara koncentralodott részecske.

Hasonlo a helyzet a fotonnal, a Planck feltételezte fénykvantummal is: a terjedés soran
a Maxwell-egyenletek leirta hulldmtulajdonsagokat mutatja, keletkezése és elnyel6dése so-
ran viszont hatarozott energiaju és helyzetd, pontszer(i részecskeként viselkedik.

Bohr ismerte fel, hogy ezek az ellentétesnek latszé (komplementer) tulajdonsagok egy-
szerre jellemzik a valodi fizikai részecskéket. Bizonyos korilmények kozott az egyik, mas
koralmények kdzott pedig a mésik tulajdonsag dominal, és csak az egyik képbél kiindulva
nem lehet helyesen leirni az objektum viselkedését. Heisenberg pedig levezette ennek az
allitasnak a matematikai megfelel§jét, a nevezetes hatarozatlansagi rel&ciét. Eszerint az ob-
jektum (pl. elektron) bizonyos alapvet6 fizikai jellemz8i komplementer parokba rendezhe-
tok: ilyen példaul a helyzet és az impulzus. Két mennyiség értékét nem lehet egyszerre
pontosan megmérni. Ez nem a mér6eszkdzeink hibaja: a két mennyiségnek egyszeriien
nincs egyszerre hatarozott értéke. Az elektronnak pl. nincs egyszerre hatarozott helykoor-
dinataja és impulzusa. Ha az egyik mennyiséget kiséreljik megmérni (pl. egy detektorral
vagy fénysugarral meg akarjuk hatarozni az elektron helyzetét), akkor a méréeszkozzel va-
16 elkerlilhetetlen kdlcsonhatas, szorddas kovetkeztében nem tudhatjuk meg pontosan az
elektron impulzusat. Ha viszont méréstinkkel az impulzusra kérdezilink ra (azaz de Broglie
képletének megfeleléen a hullamhosszat akarjuk meghatarozni, pl. interferenciakisérle-
tekkel), akkor a helykoordinata mosddik el - hiszen hol is vanpontosan egy hullam? A hely
és az impulzus bizonytalansaganak szorzata nem lehet kisebb a Planck-allandénal. Ez a té-
tel kdvetkezik a kvantummechanika alapegyenleteibdl, de a levezetésénél a mérés fogal-
mara vonatkozd szdmos (kimondott vagy ki nem mondott) feltevéssel éltek - ezért a hata-
rozatlansagi relaciot évtizedeken at értelmezték, vitattdk és magyaraztak a fizikusok és az
ismeretelmélettel foglalkozo filozéfusok.

Bohr és iskolaja dolgozta ki a kvantummechanika Gn. koppenhagai értelmezését is. Ez
valaszt ad arra a kérdésre, mi hullamzik, mit is jelent a Schrédinger-egyenlet megoldéasa-
ként adodo hullamfiiggvény. A vélasz az, hogy valdszinliséget. Pontosabban szdlva a hul-
lamfliggvény abszollt értéke négyzetének és a tartomany térfogatanak szorzata adja meg
annak valoszin(iségét, hogy az elektront a vizsgalt kis tartomanyban talaljuk meg. (A hl-
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lamfliggvény értéke nem valds szam, hanem komplex, ezért kell ilyen bonyolultan fogal-
mazni, ezért nem emlegethetjik egyszer(ien a hullamflggvény négyzetét.)

17. abra. A hullamfiiggvény és az elektron megtalalasa-
nak val6szinlisége. A felsé &bra a de Broglie-Schrddin-
ger-féle hullamfiiggvény egy lehetséges alakjat abrazolja
a helykoordinéata fliggvényében, az als6 abra a hullam-
flggvény abszolat értékének négyzetét. Annak a valészi-
nisége, hogy a részecskét az Xj-Xz intervallumban talal-
juk, a besatirozott terulettel aranyos. A mésodik goérbe
alatti teljes teriile(,(azaz annak a val6szinisége, hogy a

elkent felh6 - pontszer(i részecske ellent-
mondast. Az elektron sohasem elkent fel-
h6, toltése nem all 6ssze egymastdl térben
elkilondlt, egymast taszitd darabokbol,
mindig pontszer(i - csak éppen nem tudni,
hol van. Nem csak mi nem tudjuk, maga a
természet sem!

Adott allapotu elektron tehat itt is lehet,
meg ott is. Ugyanabban az &llapotban sok
kilonb6z6 helyen megtalélhatjuk, igaz, ku-
16nbdz6 valdszinliséggel. De hol is van va-
I6jaban? A koppenhdagai interpretacio azt
feleli, hogy a kérdésnek nincs értelme. Akik
mégis értelmet akartak neki adni, azok a
rejtett paraméterek feltételezéséhez fordul-
tak. Errdl szol cikkiink utolsé fejezete.

A hely és az impulzus fizikai mennyiség,

amelyek mérésére hatarozott mérési utasi-
tasunk, méréberendezésiink van. Hasonlé-
képp az energia, az impulzusmomentum, és mas fizikai mennyiségek mérésére is. A kvan-
tumelmélet matematikai apparatusa - fejl6désének ebben a fazisban legtisztabban a
Dirac-féle formalizmus alapjan - pontos képleteket ad e mennyiségek varhatd értékére,
feltéve, ha a rendszer egy adott hullamfuggvénnyel leirhat6é allapotban van.

Emellett az elmélet modszert szolgaltat annak meghatarozasara is, hogy egyaltalan mi-
Iyen szamérték lehet e mennyiségek mérésének eredménye. Sok fizikai mennyiség értéke
nem vehet fel tetszéleges értéket, hanem csak bizonyos diszkrét, kvantalt értékek valame-
lyikét. Ilyen mennyiség - kotott allapotok esetén - a rendszer energidja is. igy kapjuk meg
a kvantumelméletbdl pl. a hidrogénatom energiaszintjeit. Mas fizikai mennyiségek - pl. a
helykoordinata és az impulzus - értéke egy folytonos sokasag eleme lehet, azaz tipikusan
akarmelyik valds szam. (Nem igaz tehat az a sokszor hallott leegyszer(sitd allitas, mely sze-
rint ,a kvantumelméletben minden mennyiség értéke kvantalt”. Mennyisége és rendszere
valogatja.)

Neumann-nak épp a folytonos értékkészlet(i mennyiségek Dirac-féle leirasaval szemben
voltak matematikai kifogasai.

részecskét valahol megtalaljuk) éppen 1 egységnyi.

A Dirac-delta

A kvantummechanika szerint a rendszer allapotabd6l kiszdmithaté minden fizikai
mennyiség merésének valdszinliség-eloszlasa. Vannak-e olyan allapotok, amikor ez az el-
oszlas egyetlen értékre koncentralddik, azaz pl. egy adott energiaérték mérésének valdszi-
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nlisége 100%, az Osszes tobbié pedig nulla? Igen, vannak - ezeket hivjak az adott mennyi-
ség sajatallapotainak. A klasszikus mechanikéaban csak ilyen allapotok vannak - a rendszer
barmilyen allapotaban barmelyik fizikai mennyiség teljesen hatarozott értéket vesz fel. A
kvantummechanika matematikajanak egy nevezetes eredménye (ennek masfajta kifejezé-
si modja a mar emlitett hatarozatlansagi relacio is), hogy nincs olyan allapot, amelyben
minden fizikai mennyiségnek hatarozott értéke lenne (ennek legfrappansabb bizonyitasa
éppen Neumann nagy konyvében talalhatd6 meg). Azaz ha az egyik fizikai mennyiség érté-
ke hatarozott, akkor szamos mas mennyiségé nem. Példaul el6fordulhat olyan allapot,
amelyben a rendszer impulzusmomentumanak értéke pontosan a Planck-alland6 kétszere-
se (ez az egyik lehetséges értéke), de sok mérést végezve kideril, hogy a rendszer energi-
4ja 5% valdszinliséggel az alapallapoti, 53% val6szin(iséggel az els6, 42% valdszinliséggel
pedig a harmadik gerjesztett &llapot energiajanak felel meg. (A gyakorlatban el&fordul6
esetek ennél sokkal bonyolultabbak.) Az energia sajtallapotai bizonyos szempontbdl ki-
tlintetett szerepet jatszanak: ha a rendszer egy id6pillanatban energia-sajatallapotban van,
akkor tovabbra is abban marad (egészen addig, amig egy masik rendszerrel valo kélcson-
hatés ki nem billenti onnan). Ezek az energiaértékek tehat tartosan fennmaradnak - valé-
szin(, hogy egy (a rendszer sajat id6skalajahoz képest hosszan tartd) makroszkopikus mé-
rés tartdsan ugyanabban az energia-sajatallapotban talalja a rendszert. Ezek kdz6tt is van
egy még inkébb kitlintetett allapot: a legkisebb energidju, az alapallapot. Kulsé gerjesztés
nélkil a rendszer nagy val6szin(iséggel ebben talalhatd meg. Mas fizikai mennyiségek ér-
téke természetesen az alapallapotban is szorast mutathat.

Van-e helysajatallapot? Azaz olyan allapot, amikor a részecskén helymérést végezve,
mindig ugyanazt a szdmértéket kapjuk? Emlékezziink vissza arra, hogy a hely spektruma
(lehetséges értékeinek halmaza) folytonos, ezért egy adott pontban taldlas val6sziniisége
mindig nulla. (Gondoljunk a céltabla koze-
pét eltalald nyillovés valdszinliségére és a
nullmértékd halmazokral)

Milyen lehet(ne) a helysajatallapot hul-
lamfliggvénye? A hulldamfliggvény négyzete
aranyos a val6szin(iséggel, ezért ha a fiigg-
vény egy adott szakaszon kivil nulla, akkor
ott biztosan nem talaljuk meg a részecsket.
A szakaszon bellil a fliggvény értékét ugy
kell megvalasztani, hogy a megtalalas teljes
val6szin(isége (azaz a fliggvény négyzeté-

18. a b c abra. A Dirac-féle delta-fliggvény kozelitéfiigg-
vényei:

a) haromszdégimpulzusok,

b) négyszégimpulzusok,

¢) Gauss-gorbék.

Minél keskenyebbek a kozelité gorbék, tulajdonsagaik

nek gorbéje alatti teruilet) pontosan 100%,
azaz 1 legyen.

Probaljuk meg ,,koncentrélni” a hullam-
fuggvényt a kivalasztott pontral Hulzzuk

annal pontosabban kozelitik a Dirac-féle delta-fuggvény
megkivantjellemzgit. Sajnos az elképzelt hatarfliggvény,
a ,,végteleniil keskeny' impulzus nem tartozik a matema-
tikailag szigorGian definialhaté fuggvények kozé.

Ossze egyre rovidebb szakaszokra - és ennek megfeleléen ndveljik a magassagat! ,,Hatar-
esetben” olyan fliggvényt kapunk, amely az egyenes mentén mindenitt nulla, kivéve egyet-
len pontot, itt értéke végtelen, és az alatta levé teriilet pontosan 1
- Ez a delta-fliggvény, a hely sajatfliggvénye! - mondja Dirac, a pragmatikus fizikus.
- llyen fuggvény pedig nincs! - mondja Neumann, a matematikus, avagy a matematikai

szigorusagra is érzékeny elméleti fizikus.
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A Dirac-féle delta-flggvény nemcsak az itt leirt mddon épithetd fel (kdzelithetd példaul
Gauss-gorbékkel is), de a konstrukcié mindig tartalmaz egy olyan hataratmenetet, ami
nem allja ki a szigoribb matematikai vizsgalddas probajat.

Dirac elegans kvantumformalizmusa sziikségképpen tartalmaz delta-fliggvényeket, hi-
szen a folytonos spektrumu fizikai mennyiségek (koztik a legfontosabbak, a hely és az im-
pulzus) sajatallapotainak leirasara mindenképpen ezeket kell hasznalnia. Enélkul (pl. a
diszkrét és a folytonos spektrumd mennyiségek kilén-kuldn valé kezelésével) csorbulna az
elmélet altaldnossaga, eleganciaja, és nem utolsésorban hasznélhat6saga.

Megjegyezzilk, hogy a Dirac-féle delta-fliggvény nem csak a kvantummechanikaban
bukkan fel. Bevezetése utan sok mas fizikai elméletben alkalmaztak, korabban bonyolult
modon megfogalmazhatd tételeket vagy definiciokat lehetett vele jelentésen egyszer(bb
alakra atirni (pl. az elektrosztatika potencialelméletének Green-tételét). Mit jelenthet a
Dirac-delta alaku toltéseloszlas az elektrosztatikdban? Egyszeriien régi ismerdstinket, a
pontt6ltést, amelynek elektromos toltése egyetlen pontba koncentralddik, azon kivil min-
dendtt nulla, de az dssztoltés mégis véges érték.

Neumann kényve és programja

Neumann-nak természetesen igaza volt: hasznossaga ellenére a Dirac-féle delta-fiigg-
vény nem korrekt matematikai objektum.

Miért baj az, ha egy fizikai elméletben matematikailag kétes, megalapozatlan részletek
maradnak? A fizikusok korében elterjedt meggy6z6dés szerint ez nem baj - az ilyen ese-
tekben segit a hires fizikus szimat, a ,,gdmbérzék”, és megmutatja, mikor szabad hasznalni
a kétes tisztasagl matematikai eszkozt, mikor nem. A tudomanytorténet ugyanakkor sza-
mos példaval igazolja, hogy bar az 0j, még nem kell6en megalapozott matematikai eszkozt
bevezetd fizikus nagymesterek (pl. az infinitézimalis kalkulust kezdeményezd Newton, a
harmonikus analizist megalapitd Fourier, Heaviside, az operatorszamitads atyja, a
funkcionalintegralokat bevezet6 Feynman vagy épp maga Dirac) birtokaban voltak e sokat
emlegetett gdmbérzéknek, és Uj eszkozeikkel kés6bb is helyesnek bizonyult eredmények-
hez jutottak - lelkes kovet6ikrdl ez korantsem mondhat6 el. Gyakran el6fordult, hogy a
mesterek tanitvanyai lejarattdk a mestert6l kapott eszkdzt, abszurd, sét nevetséges ered-
ményeket vezettek le. Ez a helyzet addig tartott, amig (olykor csak néhany tuddsgeneracio-
val kés6bb) preciz matematikusok egy csoportja meg nem vizsgélta alaposan a fizikus in-
tuicié alapjan bevezetett matematikai fogalmakat, és meg nem hatarozta érvényesséegi ha-
tarukat, hasznalhatdsaguk tartomanyat. Rendre kider(lt, hogy mig az atyamester §sztono-
sen bent maradt ebben a tartoményban, az 6vatlan tanitvanyok &ltaldban kiléptek bel6le.
A matematikai megalapozés utan viszont mar mindenki hasznélhatja az (j eszkdzt, hiszen
tudhatja, meddig mehet el vele. A legjobb persze az, ha a fizikai ihletettségl Uj matemati-
kai eszkdzoket mar megsziletésik pillanatdban tesztelik a matematikusok, és kijeldlik a
hatarokat. (Ennél mar csak az lenne jobb, ha a fizikusok matematikai igényessége emel-
kedne arra a szintre, hogy a matematikai szamitasok soran csak matematikailag megenge-
dett eszkozoket hasznalnanak - ha angolul beszéliink a fizikéardl, hasznaljuk a korrekt an-
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gl nyelvet, ha a matematika nyelvén, akkor hasznaljuk a korrekt matematikat - de erre
sajnos belathatd idén belil még nem szamithatunk.)

Neumann ismerte ezt a helyzetet, hiszen gyakran publikalt fizikai folydiratokban, és fo-
lyamatosan kovette a fizikus szakirodalmat, tapasztalta a hires fizikus pongyolasagot. Ezért
isféltette a kor nagy eredményét, sok zsenialis tudds kozos szellemi gyermekét, a kvantum-
mechanikat att6l, hogy alkotdi - matematikai pongyolasagokba tévedve - homokra alapoz-
z8k az Uj fizika szilardnak szant épliletét. Ahogy egy pohar szennyviz is tonkre tehet egy
egész hordonyi nemes bort - elég egyetlen megalapozatlan matematikai allitas, és a nemes
konstrukci6 porra omlik dssze. (J6 példa erre az utobbi évekbdl a ,,sztochasztikus elektro-
dinamika” nev(, jobb sorsra érdemes elmélet szomor( sorsa.) A logika szerint ugyanis egy
hamis allitdsbol barmit le lehet vezetni... Ezért érezte kotelességének, hogy elvalassza az
ocsUt a tiszta buzatol, a kvantummechanikat kidolgoz6 fizikusok magasroptl gondolatait
szilérd alapra helyezze.

Neumann koényve el6szavaban ugyan felveti annak lehet6ségét, hogy a matematikai
mddszerek megfeleld altalanositasaval kidolgozzék a Dirac-delta, azaz a helysajatfiiggveé-
nyek preciz elméletét (hiszen Newton idejében az &ltala kidolgozott ,,kalkulus” is éppen
olyan pongyola, matematikailag megalapozatlan konstrukci6 volt, mint Neumann koraban
adelta-fliggvény - hogy késdbb, sok fizikus és matematikus miikddése nyoman a mai kiter-
jedt és jol megalapozott matematikai analizissé fejl6djon), de aztan elveti ezt a lehet&sé-
get, és konyve fészévegében megmutatja, hogy a meglevé matematikai eszkdzokkel is pon-
tosan meg lehet fogalmazni a folytonos spektrumu fizikai mennyiségek kvantumelméletét.
Ehhez persze az egész kvantummechanikat a kezdetektdl fogva szigoru és pontos matema-
tikai alapokra kell helyeznie. Kényvében (és az azt el6készitd, tarsszerz6kkel irt cikksoro-
zatban) ezt megteszi.

A térgyalas alapja a végtelen dimenzios tereken hat6 operatorok elmélete. Ezt az elmé-
letet néhany évvel kordbban Neumann és néhany matematikus kollégaja dolgozta ki, illet-
ve altalanositotta a korabbi eredményeket a végtelen dimenzios esetre. Az elmélet véges
dimenzids valtozata mar régdta ismert volt, és viszonylag egyszer(. A végtelen dimenzios
valtozat szdmos matematikai buktatot rejteget, ide tartozik a folytonos spektrumu fizikai
mennyiségek esete is. A kulcslépés a végtelen dimenzios tér bizonyos részhalmazaira, al-
tereire vetitd operatorok (projektorok) preciz elmélete. Ugyanezek az operatorok és a ra-
juk vonatkozo tételek bukkantak fel az ergodikus hipotézis bizonyitasa soran is.

Neumann az egyik ide vonatkoz6 cikkben megjegyzi, mennyire oriil annak, hogy kora
matematikajanak a kiviilallok - koztik a fizikusok - szdmara absztraktnak, tal preciznek,
feleslegesen sz6rszélhasogatonak tlind fogalomalkotésai (mint a Lebesgue-féle mérték
vagy a Stieltjes-integral fogalma) munkassaga nyoman ennyire fontos és magatol értet6d6
szerepet kaptak néhany kulcsfontossagu fizikai elmélet preciz megalapozéséban.

A kvantummechanikanak ez a Neumann altal adott matematikai alapozasa késébb to-
vabbi érdekes fejlemények kiinduldpontja lett. Neumann mddszere ugyanis ramutatott,
hogy a kvantumelmeélet lényegi mondanivalgjat, ,,matematikai magjat” nem a Schrédinger-
féle hullamfuggvény, nem Heisenberg végtelen matrixai, de még csak nem is Dirac abszt-
rakt allapotvektorai hordozzak. Hanem mi? Mint a késdbbi részletes kifejtés soran kide-
rilt, a végtelen dimenzids tér alterei (amelyekre Neumann projektor-operatorai vetite-
nek), és a koztik fennalld kapcsolatok, relacidk (tartalmazas, metszet, linearis burok).
Ezek az alterek megfeleltethet6k egy-egy (absztrakt modon elképzelt) fizikai mérés kulon-
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b6z6 eredményeinek, és segitségiikkel a kvantumelmélet minden méréssel ellendrizhet6é
eredménye rekonstrualhat6. Az alterek kozti matematikai relacidk pedig analdgiaba allit-
hatok a klasszikus valoszin(iség-szamitas eseményalgebrajaval, amelyben pl. a kockadobas
elemi eseményeib6l Uj, 6sszetett eseményeket képeziink (paros szam dobasa, két dobasbdl
legaldbb 9 pont dobéasa stb.), majd az elemi események valdszinliségének ismeretében ki
tudjuk szamitani az Osszetett események val6szinlségét. Tovabbi analég matematikai
rendszer a formdlis logika: itt egyes elemi allitdsok kapcsolhatok dssze dsszetett allitasok-
ka (A és B, A vagy B, nem A stb.). Az allitdsokat dsszekapcsold miiveletek meghatarozott
szabalyoknak tesznek eleget (pl. az ,,A és B” allitas azonos a ,,B és A” allitassal).

Az anal6gia alapjan a kvantumelmélet alterekre és ezek relacidira alapozott felépitését
kvantumlogikénak nevezik. Ennek szabalyai nem a klasszikus eseményalgebrabdl vagy for-
malis logikabol, hanem a végtelen dimenzids tér Neumann altal tanulméanyozott matema-
tikai torvényszeriiségeibdl sza&rmaztathatok le. Hamarosan kider(lt, hogy a kvantumlogika
eseményeket dsszekapcsold szabalyai eltérnek a ,,kdznapi j6zan ész” formalizalasabol szi-
letett klasszikus logikaétol. Ezért a rd alapoz6do valdszinliségi-statisztikai elmélet is a ha-
gyomanyostol eltér§ eredményeket szolgéltat. Mint kés6bb részletesen latni fogjuk, ez az
eltérés all a kvantumelmélet valoszinlségi kijelentései és a kdznapi szemlélet kozti végle-
tes ellentmondésok héatterében. A kvantumlogika, amely Neumann vizsgélatai nyoméan
szlletett, majd onallésult, ma is fejl6dd tudoméanyéag - mivel6i megprdbaljak a kvantum-
mechaniké&nal absztraktabb, matematikailag még nehezebben kezelhet6 diszciplinat, a me-
z6k kvantumelméletét is szigori matematikai alapokra helyezni.

Neumann munkéja ugyanazt a teriletet fedi le, mint Dirac kalkulusa, csak sokkal pre-
cizebb, mélyebb - és ennek megfeleléen a napi fizikusi munkaban nehezebben kezelhetd.
Ez az altalanos formalizmus a Dirac-féléhez hasonléan a kvantummechanika Schrodinger-
és Heisenberg-féle felépitése folott helyezkedik el, azokat specialis esetként tartalmazza,
egyben modszereket is nydjt a konkrét reprezentaciok felépitéséhez, illetve az egyikrél a
maésikra torténd attéréshez. Ugyanakkor altalanos volta miatt az alapvetd kérdések (pl. a
kés6bb emlitendd rejtett paraméterek problémaéja) targyalasara a konkrét reprezentaciok-
nal sokkal alkalmasabbnak bizonyult.

A matematikai részletektél e helyitt természetesen el kell tekinteniink. A felépités pre-
ciz és alapos, ugyanakkor latszik, hogy nem 6ncélu: a fizikus tudomanyos kdzosség altal a
fizika legnagyobb szemléleti forradalma, a kvantumelmélet robbanéasszer( kifejl6désének
néhany éve alatt elért eredményeket, a kutatas és a szemléletvaltas megszenvedett gyimal-
cseit kell megmentenie, biztonsagba helyeznie, megfeleld tartositassal atadnia a kdvetkez6
kutaténemzedéknek, hogy az - immar az alapok matematikai megkérdéjelezése nelkul -
bétran hasznalhassa Uj tudomanyos probléméak megoldéasara a XX. szdzad fizikajanak leg-
kiemelkeddbb elméletét, a kvantummechanikat.

Ma, hetven évvel e nagy mi (melyet gyakran hasonlitanak egy masik ,,... matematikai
alapjai’”’cim( kdnyvhoz. Newton Principia-iahoz) megsziletése (és sajnos csak alig hlsz év-
vel magyar kiaddsa) utén is érezni a kdnyv olvasasa soran ezt az alkoto kettsséget: a pre-
ciz matematikus szigoriséagat, és az (j fizika eredményeit, gondolatait érté és ovo fizikus
gondoskodd keze nyomat.

A tudomanytorténet jabb fintora (Ugy latszik, ez az istenné Neumann-nal kapcsolatban
gyakran és kedvtelve fintorgott), hogy azt a matematikai programot, amit Neumann kény-
ve el6szaviban megemlitett és elvetett (azaz a Dirac-delta és a hozza kapcsol6dd fogalmak
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szigord matematikai megalapozasat), néhany évvel késébb mas matematikusok végrehaj-
tottak. igy szuletett a matematika disztribucidéelméletnek nevezett aga. Ma tehat egy fizi-
kus kiillondsebb aggaly nélkil szdmolhat a Dirac-deltaval, tudvan, hogy ha szilkség lenne
ra, akkor néhany kézikényv attanulmanyozasa és néhany tucat papirlap képletekkel torte-
né teleirdsa utan precizen is kiszdmolhatna azt, amit igy a Dirac-formalizmussal néhany
sorban megkaphat. Es minden gyakorld elméleti fizikus meg van réla gy6z6dve, hogy
ugyanazt az eredményt kapna igy is, ugy is.

Mindez természetesen mit sem von le Neumann Janos érdemeib6l. Neumann megtette
azt, amit - mély és széles kor(i matematikai ismeretei, ugyanakkor az Uj fizika kidolgozé-
sdban val6 kdzvetlen részvétele, az ,,alapitd atydk” és alapgondolataik kdzvetlen megisme-
rése és olykor alakitasa révén - csakis 0 tehetett meg: szigord matematikai alapokra he-
lyezte a kvantummechanikat. Az utédok most mér batran hasznélhatjak ezt a csodalatos
eszkozt, az emberi szellem e kiemelkedd alkotasat.

5. Rejtett paraméterek

Neumann nagy konyvének masodik része a kvantummechanika valdszin(iségi jellegének
matematikai megalapozasaval és értelmezésével foglalkozik, egyben kitér a statisztikus
mechanika kvantumos kiterjesztésének kérdéseire is. Neumann Janos e témakdrokben is
alapvetd fontossagu eredményeket ért el.

Isten nem kockajatékos

Lattuk, hogy az altalanosan elfogadott koppenhdgai interpretacié szerint a kvantumme-
chanika val6szin(iségi kijelentésekhez vezet. Ez az allitds nem pontosan irja le a helyzetet:
van olyan kérdés, amire az elmélet egyértelm( valaszt ad - pl. arra, hogy mekkora energia-
juak a hidrogénatom lehetséges energiaszintjei. Valoszinliségi jellegl valaszt kapunk vi-
szont az olyan kérdésekre, hogy mi lesz egy fizikai mennyiség mérésének eredménye, ha a
vizsgalt rendszer egy adott allapotban van.

Mi ennek a statisztikai jellegnek, ennek a bizonytalansagnak az oka? A tudomany tor-
ténetében mar korabban is fordultak el6 val6szinliségi meggondolasok, s6t épp ilyen meg-
fontoldsokbdl eredt maga a valdszinlség-szdmitas is, mint a matematika egyik aga. Az el-
terjedt interpreticid szerint olyan jelenségek leirdsara alkalmazzuk a val6szin(iség-
szamitast, amikor a vizsgalt rendszer viselkedését tul sok, szertedgazd, nehezen kovethetd,
nehezen figyelembe vehetd koriilmény hatarozza meg - és feltételezhetjik, hogy ez a sok
hat&s egymast mintegy kiegészitve, egyben egymaés ellen dolgozva valamilyen atlagos visel-
kedéshez vezet.

Gondoljunk csak a kockadobésra. Senki sem kételkedik abban, hogy ha pontosan figye-
lembe vennénk a kockéra elhajitasakor hat6 eréket és forgatonyomatékokat, a levegd el-
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lenallasat, az esetleges légmozgasok hatasat, a kocka guruldsa soran az asztal egyenetlen-
ségei altal okozott er6ket és még szamtalan méas kortilményt, akkor pontosan ki tudnank
szamitani (esetleg évek munkajaval!), hogy melyik oldalara esik a kocka. Sok h(ihd semmi-
ért - ez az eredmeény, és f6leg a szamitas sok részlete ugyanis senkit sem érdekel. Hallga-
tolagosan feltesszlik, hogy a sokféle hatds egymastdl fliggetlen, egyik az egyik, a masik
irdnyba befolyasolja a kocka mozgasat, és végeredmeényben a kocka egyforma, 1/6 val6szi-
nlséggel esik mindegyik oldalara.

Mit is jelent az utdbbi kijelentés? Képzeljik el, hogy ugyanazzal a kockaval, ugyanazon
korilmények kozott nagyon sokszor dobunk. Azaz az altalunk tudatosan befolyasolhat6
korilményeket (pl. a kéztartas, a dobas magassaga stb.) igyeksziink azonosan tartani -
csakhogy szdmtalan més korulmény is van, amelyekre nincs befolydsunk, és ezek is bele-
szolnak a kocka mozgéasaba. Ennek kovetkeztében a dobas kimenetele nem lesz azonos:
hol ez, hol meg amaz a sz&m jon ki, ha elég sokaig dobalunk, nagyjabdl egyforma gyakori-
saggal.

Mire emlékeztet ez a helyzet? Természetesen a Gibbs-féle statisztikai sokasagokra.
Ezek is a vizsgélt rendszer igen sok parhuzamos kopiajat tartalmazzak, amelyek az altalunk
kontrollalhatd (makroszkopikus) paraméterekben (pl. térfogat, nyomas, hémérséklet, ré-
szecskeszam) megegyeznek, a mikrodinamikat meghatarozo belsé valtozék azonban pél-
danyrél példanyra kilénbodznek. (Az nem szamit, hogy a sok kisérlet egymas utan zajlik,
mint a tényleges kockadobasnal, vagy parhuzamosan, a rendszer valdban elkészitett sok
példanyan.) Az atomfizik&ban a Gibbs-sokasag gyakran tényleges kisérletekben is realizal-
hatd, a természet ugyanis b6kezlien ellatott benniinket ugyanazon fizikai rendszer azonos
példanyaival: ilyenek az atomok vagy az elemi részecskék. (Lattuk mar, hogy - legalabbis
az atomok esetében - ezt az azonossagot a kvantummechanika meg tudta magyarazni.) A
modern részecskegyorsitokban azonos allapotd elemi részecskékbél allé nyalabot (itkdz-
tetnek egy céltargyba. A méasodpercenként sok szaz milli6 elemi (tkozési folyamat a Gibbs-
sokasag legjobb realizaciodja - és valdban, a részecskefizikusok elméleteiket az eme (tko-
zések soran végbemen6 folyamatok statisztikai analizisére alapozzak.

Masik példaként vizsgaljuk meg a kinetikus gazelmélet egyik sokat tanulmanyozott ala-
nyat, a tartalyba zart idealis gazt. Tudjuk, hogy az egyes molekuldk dssze-vissza mozgasa
miatt a tartaly egyik falanak egyszer t6bb, egyszer kevesebb molekula itkozik, az észlelt
er6hatas id6ben gyorsan ingadozik, fluktual. Elsé kozelitésben természetesen csak az at-
lagértéket, az alland6 nyomast érzékeljik. Finomabb mérésekkel - illetve a fluktuacidkat
mas termodinamikai mennyiségekkel dsszekapcsolo statisztikus fizikai tételek alapjan -
maguknak a fluktuacidéknak a nagysagat is meghatarozhatjuk.

Egy ilyen elmélet nem mondja meg, hogy adott pillanatban pontosan mekkora nyomas
hat az edény falara. Csak ennek a gyorsan valtozo, véletlen jelleg(i folyamatnak a statiszti-
kus jellemzGir6l (varhatd érték, szoras, kiilonbdz8 momentumok stb.) szolgéltat adatokat
- egyébként épp az ergodikus tételre épuld Gibbs-féle statisztikus fizika alapjan. Ennek el-
lenére senki sem kételkedik abban, hogy az emlitett mennyiség (azaz az adott pillanatban
a falra hatd erd) létezik, s6t: ha vennénk a faradsagot (és persze a megfeleld kapacitasd sza-
mitdgépet), akkor az egyes molekuldk mozgésegyenletének megoldaséval, az ltkdzések
pontos kovetésével - legalabbis elvben - pontosan ki is tudnank szdmitani. Csak éppen az
eredmény teljesen érdektelen lenne, nem érné meg a faradsagot. (Azt sem éri meg igen
sok adatgydijt6, kérdezdbiztos, adatfeldolgozo és szamitdgép bevetésével megtudakolni.
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hogy 2003. &prilis 26-an 20:28-kor Budapesten hany ember fogyasztott vajas zsomlét. Pe-
dig meg lehetne tudni, csak aranytalanul draga - és felesleges lenne. A kdzgazdaszok és a
keresked6k ett6l fuggetlendl - statisztikai alapon - pontosan ismerik a varos zsémle- és
vajsziikségletét, s6t azt is tudjak, hogy ez szombaton mennyivel szokott emelkedni.) A sta-
tisztikai viselkedés ismerete teljesen elegend6 a gaz makroszkopikus viselkedésenek leira-
sdhoz. Mindenesetre j6 tudni, hogy ha akarnank, megismerhetnénk a mikroszkopikus rész-
leteket is - legaldbbis a klasszikus mechanika tanitasa szerint.

Ha a gaz egy adott makroallapotdban megmérnénk az egy pillanatban a falra hatd
(amugy gyorsan fluktuald) erét, akkor hol ezt, hol meg amazt az értéket kapnank. Ennek
az az oka, hogy egy makroallapothoz igen sok mikroallapot tartozik, és a keresett mennyi-
ség pontos értéke mikroallapotrol mikrodllapotra valtozik. Ha a makroszkopikus szintrdl
leszallnank a mikroszkopikusra, és egy adott mikroallapotban végeznénk el a mérést, ak-
kor - szinte definicio szerint - csakis egyetlen értéket kaphatnank. Hiszen a vizsgalt fizikai
mennyiseg az egyes molekuldk helyzete és impulzusa alapjan szamithato ki, azokat pedig
az adott mikroallapotban mind pontosan ismerjuk.

Ezeket a trividlisnak latszo, kdzismert allitasokat azért taglaltuk ilyen részletesen, mert
- éppen kozismertségiik okan - azonnal hasonl6 gondolatok bukkantak fel a legtébb fizi-
klasszikus statisztikus fizika nagyon derék, jol m{ikédé, a gyakorlati igényeket teljesen Ki-
elégitd elmélet - de nem teljes: nem szolgél a vizsglt rendszer részletekbe mend, aprolé-
kos leirasaval. Es persze éppen ebbdl adodik statisztikus jellege. Ha minden molekula
mozgasat pontosan ismernénk, nem kellene valdszin(iségi kijelentésekhez folyamodnunk.
De nem ismerjik - és persze nem is akarjuk ismerni, megelégsziink a nem teljes elmélet
nyujtotta informécidkkal. Mindazonaltal az elmélet statisztikus kijelentései mogott ott rej-
lik a valosag mélyebb, determinisztikus torvényekkel irdnyitott, elvileg megismerhetd, és
szamitasokkal kovethetd tartomanya (legalabbis a klasszikus mechanikara épllé statiszti-
kus fizika szerint - kés6bb ugyanis, Neumann kezdeményezésere kifejlédott a kvantumme-
chanikéan alapul6 statisztikus fizika is).

Ha a kvantummechanikaéra a klasszikus statisztikus mechanikaval anal6g médon tekin-
tlink, sok hasonlésagot talalunk. A kvantummechanika is jol miikddd, a gyakorlati igénye-
ket kielégitd, széles korben alkalmazhat6 elmélet, kovetkeztetései minden vizsgalt esetben
megegyeznek a Kisérleti tapasztalattal. De csak valészin(ségi kijelentéseket tesz, ezért nyil-
vanvalonak tlnik, hogy nem teljes. Valahol alatta, mdgotte ott rejlik a valésagnak az a tar-
tomanya, ahol a mozgasokat hagyomanyos, a klasszikus fizikdban megszokotthoz hasonlé
determinisztikus torvények iranyitjak, ahol az ok egyértelm(ien meghatarozza az okozatot,
ahol a rendszer mikroallapotanak ismeretében egyértelmien megmondhatjuk az dsszes fi-
zikai mennyiség értékét, és ahol a valoban elvégzett mérések 100% bizonyossaggal ezeket
az értékeket szolgaltatjak. Azaz a rend, a kauzalitas, a determinizmus, egyszdval: a klasszi-
kus fizika vilaga. A XX. szdzad fizikusainak elveszett paradicsoma.

Eme hipotetikus mélyebb szint valtozoéit (az Ugynevezett rejtett paramétereket) és valto-
zasuk torvényei megismerve elvileg - atlagolassal, a statisztikus fizikaval analog modon -
reprodukalni lehetne a kvantummechanika minden eredményét. De természetesen ennél
sokkal tobbet is: amikor a rendszer egyik kvantumallapotaban a kvantummechanikai elmé-
let csak a vallat vonogatja, és nem tudja (nem is akarja) megmondani, hol is van pontosan
az a franya elektron, csak a megtalalasanak valdszin(iségér6l papol - akkor a mélyebb
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szint, a rejtett paraméterek értékei alapjan egyértelmden ki tudnank szémitani az elektron
helyzetét. Meg persze az 6sszes egyéb fizikai mennyiség értékét is. Egy kvantumallapot - a
statisztikus fizika makroallapotaihoz hasonldan - nagyon sok, egymastol megkiilénbodztet-
het6 mikroallapot koz6s fed6neve lenne. Egy-egy ilyen mikrodllapotban minden fizikai
mennyiség hatarozott értéket venne fel. Csak (kisérleti és matematikai) eszkdzeink korla-
tozott voltdn mulik, hogy ezeket a mikroallapotokat (még) nem tudjuk megkulénboztetni
egymastol.

Ebben a képben a kvantummechanika érvényességi tartomanya mintegy kézbensd z6-
nat képezne a klasszikus, determinisztikus fizika két tartomanya: a makroszkopikus vilag
és az atomi jelenségeknél mélyebben fekvd, de azokat meghataroz6 szint, a rejtett paramé-
terek vilaga kozott.

A kvantummechanika az atomfizika szintjén természetesen jol m(kddik, minden gya-
korlati esetben elegendd informéacidt szolgaltat. Az észlelt jelenségek értelmezéséhez és
elérejelzéséhez nincs sziikség a rejtett paraméterek vilaganak ismeretére, elegendé a kvan-
tummechanika. (A Gay-Lussac-féle gaztorvények felfedezéséhez és alkalmazasahoz sem
kellett ismerni a kinetikus gazelméletet.)

Ennek a feltételezett mélyebb szintnek a keresését sem gyakorlati szlikséglet, sem pedig
az elmélet és a kisérlet ellentmondasa nem indokolja (ezen a XIX-XX. szazad fordul6ja
kérnyékén megszokott allapoton a kvantummechanika megsziiletése és széles kérben tor-
tént alkalmazésai utan kb. egy évtizeddel mar szerencsésen taljutottunk). A mélyebb szint
keresésének egyetlen indoka az a filozdfiai vagy esztétikai igény, amely az emberek jelen-
t6s részével nem engedi elfogadtatni azt a gondolatot, hogy a valdsag legmélyebb szintjén
nincs szigort determinizmus, ott valoban statisztikai jellegl torvények uralkodnak. Vagy
durvébban és egyértelm(bben fogalmazva: a klasszikus fizika megszokott vilaga iranti
nosztalgia.

Nem véletlen, hogy az id@sebb fizikus generécio tagjai korében (6k azok, akik fiatalon
még lathattdk a boldog békeidbket, a klasszikus fizika diadalmas sikereit a XIX. szazad
maésodik felében) ezek a gondolatok szinte természetesnek szamitottak. Kozéjik tartoztak
a kvantumelmélet alapitdi kozll is sokan: Planck, Einstein, Schrodinger, s6t a fiatalabbak
kozll de Broglie is. Ezek a nagy fizikusok borzadva szemlélték az altaluk (is) szabadjéra
engedett szellemet, az indeterminizmus kisértetét, amint nagyra néve romba dontotte a
klasszikus fizika gyonyoriiséges épuletét. Eletiik végéig nem fogadtak el a kvantummecha-
nikat mint a val6sag ,,végs6” elméletét, és legféképpen minden blinék gyokerével, a kop-
penhagai értelmezéssel alltak szemben.

A fizikusok ifjabb generacidja - melynek képvisel6i (élikdn Heisenberggel) mar az (j
fizika blvoletében, a mindent meg-, s6t Ujramagyaradzas forradalmi hevében és allando si-
kerei kozott n6ttek fel, és lettek vezetd tuddsokka - nem osztozott a nagy el6dok nosztal-
giajaban, pesszimizmusaban és szkepticizmusaban. Kozéjuk kell szdmitani Niels Bohrt is,
aki - bar a kordbbi generacidhoz tartozott - tanitvanyaival egylitt az Uj fizika és annak fi-
lozofidja leglelkesebb apostolai, programjanak kidolgoz6i kézé szamitott. Ez a tudds tar-
sasag sajnalkozas nélkil vetette le és rugta félre a klasszikus fizika megunt gunyajat, forra-
dalmi (s6t Bohr szavaival ,,elegend6en 6rilt™) elméletek és tedriatdredékek Kkidtlésével és
kidolgozasaval kereste a megoldast a napi tudoméanyos munka soran felmerdlt apré kérdé-
sekre is. Ellenallas nélkil elfogadtak és magukéva tették az (j fizika (pontosabban a kop-
penhdgai interpretacid) eretnek gondolatait a valdsag ,,végs6” szintjének indeterminisz-
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tikus voltardl, és gyanus restauracios kisérletekként utasitottak vissza minden, a rejtett pa-
rameterek létezésére utalé meggondolast.

A kvantummechanika (in. méasodik generacioja, azok a tudosok, akik még kdzépisko-
lasok voltak a nagy attorés idején, de néhany év mulva az j elmélet magatol értet6dé al-
kalmazdiként teremtették meg a fizika sok ,.kvantumos” részteriiletét (a kvantumkémiat,
molekulafizikat, a statisztikus kvantumfizikat, a szilard testek kvantumelméletét, a mez6k
kvantumelméletét, a magfizikat, a csillagok energiatermelésének elméletét, az elemi ré-
szecskek fizikajat sth.), majd az ezekre éplilé technoldgiat (nuklearis technika és energeti-
ka, félvezetOk, lézerek stb.) mind az ifju forradalmérok tanitvanyaiként néttek fel, és fel
sem merilt bennilik a kétség a kvantumelmeélet (valamint annak koppenhagai interpreta-
cigja) irdnt. Napi tudoményos munkéjukban folyamatosan tapasztaltik, hogy az (j elmélet
miikadik, és igen termékenynek bizonyul. Holmi rejtett paraméterek keresése szemiikben
oOreges szOrszalhasogatasnak tlint volna.

A két irdnyzat képvisel6i a kor tudomanyos kongresszusain, konferencidin csaptak
Ossze. Kbzmondasossa valtak Bohr és Einstein vitdi a kvantumelmélet alapkérdéseirdl.
Einstein ravasz gondolatkisérletek segitségével probalt fogast talalni a koppenhagai értel-
mezésen, latszolagos ellentmondasokat, paradoxonokat vezetve le bel6le. (Hasonl6an ah-
hoz, ahogy néhany évvel korabban az 6 specidlis és altalanos relativitaselméletét tamadta
paradoxonok krealasaval az értetlen és konzervativ fizikus kdzvélemény.) Ezek a vitak,
amelyekbdl - a kortarsak visszaemlékezései szerint - rendre Bohr kerult ki gy&ztesen, to-
vabb finomitottak a koppenhagai interpretacio hiveinek érvelését, gazdagitottak elméleti-
ket. Einstein és tarsai természetesen nem adtak fel - a tovabbi fejleményekre még vissza-
térunk.

A Kisérleti technika a 80-as, 90-es évekre érkezett el oda, hogy a nagy fizikusok kiagyal-
ta gondolatkisérletek némelyikét ténylegesen megvalésitsa. Az eddigi eredmények kivétel
nélkil a kvantumelmélet el6rejelzéseit igazoltdk - barmilyen meghdkkent6ek is voltak
azok.

,.Isten nem kockajatékos”- mondta Einstein, akinek ez a mondasa mintegy programja-
VA Valt a kvantummechanika koppenhégai irdnyzatat elutasitd, nagy nevekkel fémjelzett
iranyzatnak. Képvisel6i a kvantummechanikat, koruk fizik4janak f6 vonulatat atmeneti
korszaknak, a klasszikus, determinisztikus fizika két - volt és eljovd - korszaka kdzé éke-
16dott csuf szakasznak, barbéar, kultdrat és szépséget rombold kdzépkornak tekintették.

E fizikusok egyetlen reményét a rejtett paraméterek feltételezett vildganak igérete, a
fentebb vézolt, a kvantummechanika és a statisztikus fizika kozti analdgiara épit6 gondo-
latmenet jelentette. Az 6 reményeiket z(zta porrd Neumann Janosnak a rejtett paraméte-
rek nem létezésérél szolo, nagy kdnyve masodik részében kdzolt bizonyitésa.

A sdrdségoperator

A valo6szinliség-szamitds a matematika viszonylag régi fejezete, a szerencsejatékok
elemzésebdl fejlédott ki néhany évszazaddal ezel6tt. Preciz matematikai alapjait mégis
csak 1929-ben teremtette meg - a Neumann-nal egy évben, 1903-ban sziiletett - Andrej
Kolmogorov. Ez az elmélet is (akarcsak Neumann ergodikus tétele és operatorelmélete)
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Lebesgue-nek a szézad elején kidolgozott altalanos mértékelméletén alapul. (Kol-
mogorov elmélete tette helyére egyebek kdzott a céltabla kbzepét eltalald nyil nulla valé-
szinliségl taldlatanak paradoxonat is - a nullmértékld halmaz Lebesgue-t6l szarmazo
fogalma segitségével.) A valoszin(iség-szamitas eme forradalmi megujitasa lényegében a
kvantumelmélet forradalmaval parhuzamosan folyt, és hamarosan szdmos Uj matematikai
eredmény és irdnyzat megsziletéséhez vezetett. Neumann jol ismerte ezeket a fejlemé-
nyeket. Annal inkdbb figyelemre méltd, hogy a kvantummechanika val6szin(iség-fogal-
manak elemzése soran nem az absztrakt, a matematikai analizisre tdmaszkodd kol-
mogorovi valdszinliség-fogalmat, hanem a sokkal szemléletesebb, a fizikusok gondolatvi-
lagahoz és gyakorlatdhoz is kozelebb all6 Gibbs-féle statisztikus sokasagokat tekintette
kiindulépontul.

El kell tehat képzelniink a vizsgalt kvantummechanikai rendszer igen sok példanyabdl
allé sokasagot, amelyek a kvantummechanika szempontjabdl azonos makroallapotot kép-
viselnek, mikroszkopikusan azonban kilénbézhetnek. Azaz...

A fenti mondat két szempontbdl is revidedlasra szorul. Neumann preciz matematikai
vizsgélatai deritették ki, hogy még ebbe az egyszer( allitasba is igen sok klasszikus fizikai
,,csokevény”, rejtett feltevés szorult.

Az elsé médositas az ,,allapot” fogalmara vonatkozik. Ezt a sz4t egyrészt ,,a rendszert
meghataroz6 adatok 0sszessége” értelemben hasznaljuk, masrészt létezik a ,,kvantumme-
chanikai allapot” fogalma is, amit Neumann a konyv elsg részében pontos matematikai fo-
galmak segitségével definial. A statisztikai sokasag fogalmanak elemzése megmutatja,
hogy ez a két jelentés jelen esetben nem esik egybe, ezért a fogalom tovabbi finomitasara
van sziikség.

Az egyes fizikai mennyiségek mérési eredményeinek valoszinlség-eloszlasa két dologtol
fugg: attdl, hogy milyen mennyiséget kivanunk mérni, és a rendszert jellemz6 adatoktdl (a
rendszer ,,allapotat6l”). Neumann részletesen megvizsgalja ezt a kérdést, és kimutatja,
hogy tetsz6leges fizikai mennyiség valdszinliség-eloszlasa kifejezheté néhany jol definialt,
egyszer( fizikai mennyiség mérésének eredmeényei segitségével (ezt a kapcsolatot a kvan-
tumelmélet linearis strukturaja teszi lehet6vé, ami kdznapi nyelven az ,,anyaghullamok”
szuperponalhat6sagaban, interferenciaképességében nyilvanul meg). Més széval a rend-
szer teljes jellemzésére elegendé e néhany mennyiség mérési statisztikdjanak ismerete.
Ezeket az adatokat Neumann az un. slriiségoperatorhan egyesiti, amely ettél kezdve a
rendszer allapotanak egyetlen legitim képvisel6je. Ennek az operatornak a szamitasokra is
alkalmas konkrét megjelenési forméja egy végtelen matrix, a stirliségmatrix. Minden lehet-
séges mérés eredményeinek eloszlasa, varhato értéke, szdrasa stb. kiszamithatd a kérdéses
fizikai mennyiség és a rendszer s(irliségmatrixa ismeretében. Neumann meg is adja a kisza-
mitashoz szilkséges képletet.

Az igy bevezetett siirliségoperator a statisztikus sokasagra jellemzd, és altalanosabb fo-
galom az addig hasznalt ,,kvantummechanikai allapot” fogalmanal, amelyet Schrédinger
elméletében a hullamfuggvény, Heisenberg és Dirac elméletében a végtelen dimenzios &l-
lapotvektor képvisel. Az utobbiak specialis esetét jelentik az el6bbinek - ebben az esetben
az allapotot képvisel6 sokaségot ,.tiszta sokasadgnak™ nevezik, mig az altalanos esetben ,,ke-
vert sokasagrol’ beszéliink. A kevert sokasagokra - kissé pongyola fogalmazasban - gy
gondolhatunk, mint kiilonbdz6 tiszta sokasaggal képviselt allapotd kvantummechanikai
rendszerek specialis ,,keverékeire”.
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A masik emlitett probléma szorosabban kapcsolddik klasszikus fizikan nevelkedett gon-
dolatvildgunkhoz. Mindenki Ugy képzeli, hogy ha szilkséges, egyenként megvizsgélhatjuk a
statisztikai sokasag egyes elemeit, és killon-kilon méréseket hajthatunk végre rajtuk.

Holott errdl sz6 sincs! A statisztikai sokasag épp arra valo, hogy segitségével az egyet-
len, valddi fizikai rendszeren végrehajtott mérések elméletét vizsgaljuk. Erre pedig a kvan-
tumelmélet hatarozott matematikai eszkdzoket szolgaltat: az egyes fizikai mennyiségeket
leir6 operatorokat (melyek altalanos elméletét Neumann dolgozta ki, és alkalmazasukat a
konyv els6 részében részletesen bemutatta). A sokasag egyes elemeirdl tehat nem tudha-
tunk meg mas informaciot, mint amit a kvantummechanika méréselmélete megenged.

Természetesen feltevésekkel élhetlink a sokasag tulajdonsagaira vonatkozdan (de ezt ne
Ugy képzeljuk, mint ha médunkban allna kiilén-kilén megvizsgalni a sokasag egyes elemeit).
Az egyik ilyen - értelmesnek és hasznosnak t(ing, a klasszikus fizikdban pedig magéatol érte-
t6d6 - lehet6ség, ha olyan sokasagot keresiink, amelyen méréseket végezve minden fizikai
mennyiseg egyértelmd, hatarozott értéket vesz fel (ez lenne az Un. szorasmentes sokasag).

A Klasszikus fizika Gibbs-sokasagaival ez elvileg megvaldsithatd lenne: legyen a sokasag
minden eleme (a k6z6s makroallapot mellett, pontosabban azon talmenéen) ugyanabban
a mikroallapotban. Ekkor minden mérés eredménye kiszdmithaté e mikroallapot adatai
alapjan.

Egészen mas a helyzet a kvantummechanikaban. Neumann a hosszas és preciz matema-
tikai el6készités utan lecsapja a labdat, és alig néhany soros egyszerd levezetésben megmu-
tatja, hogy ilyen szérasmentes sokasag nem létezik. Létezése ellentmondésban lenne a kvan-
tummechanikai leirds korabban mar elfogadott, axiomatizalt matematikai feltevéseivel.

Ez az alapvet6 eredmény buvik meg Heisenberg hires és sokat idézett hatarozatlansagi
relacidjanak hatterében is. Mivel nem vehet fel minden fizikai mennyiség egyszerre hata-
rozott értéket, mindig talalhatunk olyan mennyiségeket, amelyek koziil a rendszer - adott
stirliségoperatorral jellemezhet6 - allapotaban legaldbb az egyiknek szérasa van. A hatéa-
rozatlanségi relécid e szdrasok kdzott teremt kapcesolatot.

A kovetkez6 1épésben Neumann matematikai kritériumot ad a tiszta és a kevert sokasa-
gok megkulonbdztetésére. Ez a kritérium pontosan és egyértelm(ien definialja, mikor lesz
az adott sir(iségoperatorral jellemezhetd sokaség tiszta, azaz a hagyomanyos allapotvek-
torral vagy hullamfiiggvénnyel is leirhat6 sokasag. (Erdekességképpen megemlitjiik, hogy
a kritérium igy sz6t: a tiszta allapot slr(iségoperatora épp a végtelen dimenzids allapottér
egy egydimenzios alterére vetitd operatorral egyezik meg. Ez az egydimenzids altér azono-
sithatd Dirac llapotvektoraval.)

A slr(iségoperator latszélag artatlan matematikai definiciéja donté fontossagunak bizo-
nyult a rejtett paraméterek létezésének vagy nemlétezésének kérdéskorében, amire pedig
a fizika nagyjai oly sok szét, tintat és nyomdafestéket pazaroltak.

Rejtett paraméterek pedig nincsenek

Gondoljuk végig még egyszer, mit is kellene tudnia egy - a klasszikus fizika irdnt nosz-
talgiat érzok altal vagyott - rejtett paraméteres elméletnek!

Mindenekeldtt ismételjuk meg, hogy a rejtett paraméteres elméletre nem azért van
szlikségiink, mert a kvantummechanika hibas - éppen ellenkezbleg, egy jol mikdd6, helyes
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eredményeket szolgéltaté elmélet filozofiailag vagy esztétikailag kielégit6bb megalapoza-
sét szeretnénk elérni.

Ezért elvarjuk, hogy a kiépitend6 rejtett paraméteres elmélet vezessen ugyanazokra az
eredményekre, mint a kvantummechanika - minden olyan esetben, amikor az utébbi (sa-
jat hataskorén bell) értelmes kijelentéseket tesz. A rejtett paraméteres elmélet extra jo
tulajdonsagainak olyankor kell megmutatkoznia, amikor a kvantummechanika nem kivan
nyilatkozni (pl.: hol is van val6jdban az elektron?).

Maésképp szélva: a nem statisztikai jelleg(i, determinisztikus rejtett paraméteres elmé-
let alapjan készitett valdszinliség-eloszlasok (amikor is a mélyebb elmélet kdzds makroal-
lapothoz tartoz6 mikroallapotait ,,egybemossuk”, atlagolunk rajuk) egyezzenek meg a
kvantummechanika alapjan szamithato eloszlasokkal. Neumann statisztikai vizsgalatai
szerint az utdbbi eloszlasokat kimerit6en jellemzi a sdr(iségoperator - ennek alapjan az
el6z6 kovetelmény ugy fogalmazhatdé meg, hogy a rejtett paraméteres szdmolas koteles
reprodukalni a rendszer s(r{iségoperatorat, annak 0sszes matematikai sajatossagaval
egydtt.

A kvantummechanikai szint tiszta allapota a mélyebb, rejtett paraméteres szinten
mikrodllapotok keveréke, a neki megfeleld altér mar tébbdimenzids lenne. Méarpedig a ve-
tité operator dimenzidszama egyértelm(, matematikailag pontosan definialt mennyiség -
nincs mad tehat arra, hogy a kvantummechanikai szint valamennyi statisztikus tulajdonsa-
gat visszatiikrozze a mélyebb szint leirdsan végzett atlagolas! Nem lehetséges tehat olyan
rejtett paraméteres leirds, ami a kvantummechanika valamennyi eredményét visszaadna.

Neumann Iépésrol 1épésre, egyszeri és mindenki altal elfogadhatd definiciok és leveze-
tési lépések lancolatan &t vezeti el olvasojat ehhez a valoban meghdkkenté végeredmény-
hez. Es persze régton vélaszol néhany lehetséges ellenérvre is.

El6szor is felhivja a figyelmet arra, hogy az utdbbi Iépések tulajdonképpen feleslegesek
voltak. Hiszen a rejtett paraméteres szintet klasszikusnak tételezik fel, azaz a megfelelé so-
kasag szordsmentes lenne. llyen pedig - mint kordbban megmutatta - nem létezik. Ezzel
az allitassal a kdvetkez6 ellenérvet lehetne szembeszegezni: egyaltalan nem szikségszer(i
az, hogy a mélyebb, rejtett paraméteres szinten hasznalt matematika megegyezzen a kvan-
tummechanikaéval, vagy akar csak hasonlitson arra. E szinten tehat esetleg nem relevans
a szérasmentes sokasdg nemlétezésérdl szolo tétel (akarcsak a makroszkopikus klasszikus
fizikaban sem). Az utobbi bizonyitasi 1épések viszont mar fuiggetlenek voltak a rejtett pa-
raméteres szint feltételezett matematikai leirdsatél, csak a kvantummechanikai szint - el-
fogadott, és jol miikéd6 - matematikajat hasznaltdk. E bizonyitasi l1épések tehat tetsz6le-
ges rejtett paraméteres elmélet létezését megtiltjak - feltéve, ha a jelen alfejezet elején le-
irt kovetelményt elfogadjuk, azaz reprodukalni kivanjuk a kvantummechanika helyes ered-
ményeit. Persze ha a kvantummechanika hibazna, azaz rosszul irna le a kisérletek eredmé-
nyeit, akkor ismét megnyilna a tér sokféle alternativ elmélet - koztik a rejtett paraméte-
reket tartalmazok - el6tt.

Erdemes e helyen kissé hosszabban idézni Neumann konyvének idevagd eszmefuttaté-
sabol. (Ahol Neumann ,,kauzalitast” ir, mai széhasznalattal ink&hh ,,determinizmust’mon-
danank.) Megfigyelhetjik az egzaktul bizonyitott eredményére biszke matematikus mel-
lett a mindig szkeptikus és Ovatos természettudost (hiszen senki sem jelentheti ki egy fizi-
kai elméletrél, hogy az lesz a végsd sz6 a vilag megismeréseben, az elméletek igazsagtar-
talmat mindig a konkurens elméletekhez viszonyitjak, és végsd soron a kisérletek donte-
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nek), valamint a ,,nagyok” filozéfiai vitaibdl &ltaldban kimarado, de most e vitdéhoz dontd
tudomanyos érvet szolgaltaté csendes forradalmart is, aki a klasszikus fizika iranti nosztal-
gia helyett még ,,az emberiség 6si gondolkodasmadjéval’’is kész szakitani egy sikeres és szép
fizikai elmélet érdekében:

Az sem lenne elegendd, ha a kvantummechanika operatorainak megfelel6 fi-
zikai mennyiségek mellett még mas, eddig még fel nem fedezett mennyiségek is
Iéteznének, mert a kvantummechanika altal felvetett 0sszefliggések a mar is-
mert mennyiségekre érvényliket vesztenék. Ezért - noha azt gyakran feltétele-
zik - az elemi folyamatok statisztikustdl kiilénb6z6 leirasanak lehet6sége nem a
kvantummechanika atértelmezésének kérdése, mert ez csak gy lenne lehetsé-
ges, ha a kvantummechanika jelenlegi rendszere hibas eredményeket adna. [...]

Természetesen tulzas lenne azt allitani, hogy a kauzalitast ezennel elintéztiik:
a kvantummechanikanak a jelenlegi formajaban szdmos komoly hiadnyossaga
van, és még az is el6fordulhat, hogy hibas, bar ez az utébbi lehet6ség nagyon va-
I6szin(tlen annak fényében, hogy az altalanos problémak kvalitativ magyaraza-
taban és a specialis problémak kvantitativ megoldasaban milyen atiitd sikerhez
vezetett. Annak ellenére, hogy a kisérletekkel a kvantummechanika jol egyezik,
és a vilag egy mindségileg Uj oldalat tarta fel, azt nem mondhatjuk az elmélet-
rél, hogy a tapasztalat bebizonyitotta, hanem csak annyit, hogy a tapasztalat leg-
jobb ismert 6sszegzése. Am, ha még oly elévigyazatosak is vagyunk, s e kételye-
ket szem el6tt is tartjuk, mégis azt mondhatjuk, hogy jelenleg nincs alkalom és
ok arra, hogy a kauzalitds kérdését a természetben feszegessik, erre ugyanis
semmilyen kisérlet nem utal. A makroszkopikus kisérletek a kérdés elddntésé-
re elvileg alkalmatlanok, az elemi folyamatokkal kapcsolatos tapasztalatokkal
Osszeférd egyetlen elmélet, a kvantummechanika viszont a kauzalitasnak ellene
szol.

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy itt az emberiség 6si gondolkodasmaodjaval és
nem logikai sziikségszeriiségekkel allunk szemben (erre utal az is, hogy egyalta-
lan lehetséges volt statisztikus elméletet kiépiteni), s a kérdés vizsgalatakor
nincs okunk arra, hogy a begyokerezett gondolkodasmodhoz ragaszkodjunk.
llyen korlilmények kdzott bolcs dolog-e a kauzalitas kedvéért egy ésszer( fizikai
elméletr6l lemondani?

... vagy mégis?

A kvantummechanika koppenhagai értelmezésének ellenfelei természetesen Neumann
bizonyitasa ellenére sem zartak le a vitat. Einstein és két kollégdja a harmincas években
egy hires cikkben hivtak fel a figyelmet az Un. EPR-paradoxonra (melyet részletesen ele-
mezni itt nincs helyink, de az utébbi idében a kvantumteleportacids kisérletek kapcsan
amugy is az érdekl8dés - és az ismeretterjeszt6 irodalom - kdzéppontjaba kerilt). E para-
doxonnal azt igyekeztek bebizonyitani, hogy a kvantumelmélet valosagleirdsa nem teljes,
bizonyos Iétez6 valdsdgelemek annak horizontjan kivilre kertilnek. Néhany éve végrehaj-
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tottdk az eredeti EPR-kisérlet egy valtozatat, és a latszolagos paradoxon ellenére a kvan-
tummechanikai leirds bizonyult helyesnek.

Mas fizikusok (pl. Bohm és de Broglie, majd Vigier) a kvantummechanika médositasa-
val prébalkoztak, hogy filozdfiai és természetleirasi igényeinek jobban megfelel6 elméletet
kapjanak. De Broglie nemlineéris elméletében (szemben az eredeti kvantumelmélettel)
nem érvényes a szuperpozicié elve, igy a Neumann és masok altal kidolgozott lineéaris ope-
ratorelméletet és vele a kvantummechanika matematikai eszkoztaranak jelentds részét ki
kellene dobni az ablakon. A fizikusok nagy része ezt tll nagy arnak tartana egy még sem-
mit sem bizonyitott ,,realisztikus” elmélet elfogadasaért.

A hatvanas években nagy felt(inést keltett, hogy John Bell publikalt egy valéban m(iko-
dé rejtett paraméteres elméletet. lgaz, csak a legegyszer(ibb, kétallapoti kvantummecha-
nikai rendszer (pl. az elektronspin fel- és lefelé mutat6 allapota) esetére. Az igen egysze-
rd modellben explicit, determinisztikus képlet adja meg, hogyan kell kiszdmitani a rend-
szerre jellemzd, a megfigyeld altal is ismert (makro-)paraméterek és a megfigyeld &ltal
nem ismert (rejtett) paraméterek alapjan az egyetlen mérhet6 mennyiség értékét. A rejtett
paraméter dinamikajarol csak annyit kell feltételezni, hogy fazisterét egyenletes eloszlés-
sal, ergodikusan jarja be. E modellben a kétallapot( rendszer kvantumelméletében min-
den mérhetd mennyisége egzaktul reprodukalhaté a determinisztikus mikrodllapot alap-
jan.

Mi tértént? Vajon hibasnak bizonyult Neumann bizonyitsa? A részletes vizsgélat azt
mutatja, hogy a vizsgalt rendszer tdl egyszer(i. Neumann levezetésének elején teljesen ké-
zenfekvd feltevéseket fogad el (és fogadtat el az olvaséval) a statisztikus fliggvények elemi
tulajdonséagaira vonatkozoan. E feltevések némelyike e tllsdgosan egyszer( rendszerre
nem értelmezhetd, ezért megnyilik a tér a rejtett paraméteres konstrukcid el6tt. Bell ké-
s6bb maga mutatta meg, hogy modellje egy kicsit is bonyolultabb rendszerre mar nem al-
talanosithato.

A Bell-egyenl6tlenségek

Bell a kovetkez6 években Neumann-nal egyszer(ibb bizonyitast keresett (és talalt) a rej-
tett paraméterek kérdéskorében. Mddszerének nagy elénye, hogy még Neumannal is ke-
vesebb, l1ényegében semmilyen kikotést sem tesz a rejtett paraméterek mibenlétére, a mé-
lyebb szint torvényszer(iségeire nézve. Az egyediili feltétel a lokalitas, amit a specialis rela-
tivitaselmélet létrejotte Gta minden fizikus elfogad: nem lehetséges fénynél gyorsabb infor-
maécidatvitel. E teljesen altalanos feltételek alapjan Bell levezetett egy egyenlétlenséget bi-
zonyos egyszer(i kisérletek lehetséges eredményei kozti kdlcsénds kapcsolatok (an. korre-
laciok) értékeire. Ennek az egyenlétlenségnek minden rejtett paraméteres lokalis elmélet-
ben teljesulnie kell, a rejtett paraméterek konkrét tulajdonsagaitol és a feltételezett dina-
mikatdl teljesen fliggetlendl.

Mar csak egy 1épés volt hatra: ki kellett szdmitani ugyanezen korrelaciok értékét a kvan-
tummechanika standard modszerei alapjan, és behelyettesitéssel megvizsgalni, igaz-e rajuk
a Bell-egyenlétlenség. Konny( volt olyan eseteket talalni, amikor az egyenl6tlenség nem
teljesul.
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Mit jelent ez az eredmény? Logikéja hasonlé6 Neumann bizonyitadsahoz (csak a leveze-
tés sokkal elemibb, ezért jobban alkalmas a matematikailag kevéshé képzettek meggy6zé-
sére): a rejtett paraméterek puszta létezése bizonyos 0sszefliggéseket kdvetel meg a méré-
si eredmények kozoétt - de a megfeleld kvantummechanikai szamitas ezeket az dsszefliggé-
seket nem teljesitd eredményhez vezet. Kovetkezésképpen nem létezik olyan rejtett para-
méteres modell, amely minden részletében reprodukalna a kvantummechanika eredmé-
nyeit, és ezzel mintegy az elmélet felszinét nem borzold, de a mélységet atalakitd ,,hattér-
elméletként” lapulhatna a kvantummechanika alatt vagy mogott.

A késdbbi vizsgalatok arra utaltak, hogy a Bell-egyenl6tlenség (és kulénbdz6 kés6bbi
valtozatai) a kvantummechanika val6szin(iségi modelljének egy nagyon fontos tulajdonsa-
gaval: nem-kolmogorovi voltaval kapcsolatosak.

Emlitettik, hogy nagyjabol a kvantummechanika sziiletésével egyidejlileg Kolmogorov
dolgozta ki a valdszin(iség-szamitas matematikailag preciz, a Lebesgue-féle mértékelmé-
letre tdimaszkodd alapjait. A kolmogorovi val6sziniség-elméletben az események rendsze-
re (,,eseménytér”) egyes elemeihez egy 0 és 1 kozti szamot, valdszinlséget rendelnek. A
bonyolultabb események (A és B, A vagy B) valdszin(isége az 6sszetevd események ismert
val6szinlségeib8l meghatarozott szabalyok alapjan szamithaté ki. Vannak un. ,,elemi”ese-
mények (kockadobasnal pl. az, hogy egy kockaval egyest, kettest... hatost dobunk). Ezek
ismert (jelen esetben 1/6 értéki) valdszinliségei alapjan tetsz6leges bonyolultabb, dsszetett
esemény (pl. az, hogy 137 kockadobasbol pontosan 42-szer dobunk hatost) valdszinlisége
kiszamithatd. Ezt a valdszinliségekkel ellatott eseményrendszert nevezik a matematikusok
kolmogorovi eseményhalénak. Ez a matematikai konstrukcio nagyjabol megfelel a ,,k6zna-
pi jézan ész” val6szin(iség-fogalméanak, amit a mindennapi életben, kockazatbecslés és lot-
tozas sordn alkalmazunk, csak persze a kolmogorovi elmélet szigori matematikai fogal-
makkal operal.

A kvantummechanika valészin(iség-elméletének logikaja egészen més. A Schrddinger-
egyenlet megoldéasaval vagy mas mdédon meghatérozott hullamfiiggvény (vagy Neumann
absztrakt felépitésében a siirliségoperator) ismeretében tetsz6leges esemény valdszinlisé-
ge kozvetlenitl megkaphatd. ,,Eseményen” itt azt értjik, hogy valamilyen fizikai mennyiség
méreése meghatarozott értéket ad. Az egyes események valdszin(iségeit igy a kvantumme-
chanikaban kdzvetlen Gton kapjuk meg. De vajon érvényesek-e az igy kapott, ,,val6szin(-
ségnek’” nevezett mennyiségekre a kolmogorovi valoszin(iség-szamitas szabalyai, axiomai,
tételei?

A viszonylag egyszerd, ténylegesen végigszamolhaté modellek vizsgalata arra az ered-
ményre vezetett, hogy a kolmogorovi szabalyok érvényessége az egyes eseményekre kapott
valdszinlseg-értekek kozti specialis 0sszefliggések fennallasat, bizonyos egyenlétlensegek
teljestilését koveteli meg. Es ezek az sszefiiggések éppen a Bell-egyenlétlenségek!

A Bell-egyenlétlenségek tehat gy tekinthet6k, mint az eseménytér és a rajta értelme-
zett valdszindiség-fliggvény ,.kolmogorovitasanak” feltételei. A Bell és masok altal vizsgalt
példak tanulsaga pedig Ugy 6sszegezhetd, hogy a kvantummechanikai eseménytér és valoszi-
nlség-elmélet nem kolmogorovi! (Ez az allitas szoros kapcsolatban van a Neumanntol szar-
mazd kvantumlogikai eseményalgebra klasszikus logikatol eltér6 szabalyaival.) Ezért érez-
zikk a kvantummechanika eredményeit furcsanak, olykor abszurdnak - mert nem a kdzna-
pi j6zan észnek megfelel6 val6szinlség-elméleti modellt hasznalja. De ugyan mit tudhat-
nanak az elektronok a koznapi jézan észrdél...?



98 David Gyula

Utdlag, tobb évtized utan kiderilt, hogy Neumann Janos - val6szin(ileg fizikusi dszto-
nére hallgatva - igen jol dontott, amikor nem a kora matematikajanak élvonalaban allo,
frissen sziletett kolmogorovi val6szinliség-elméletet valasztotta a kvantummechanikai sta-
tisztikus elmélet kiindulépontjaul, nem kovetelte meg a kolmogorovi valdszin(iség-
szamitas szabalyainak fennallasat, hanem elfogadta a Bohr és iskolaja altal kidolgozott
koppenhagai értelmezést, a hullamfiiggvény alapjan kiszamithato ,,val6szinliség” fogalmat.
Ezen a nyelvén ugyanis meg tudta fogalmazni (bar explicit médon nem mondta ki),
mennyire eltér a kvantumelmeélet valdszinliségi modellje a mindennapjainkban alkalma-
zott modelltdl. A dontd szét persze a kisérletek mondjak ki...

A kvantummechanika mikodik!

Bell eredménye - legalabbis elvileg - arra is alkalmas, hogy dontsén a két rivélis fél
(egyik oldalon a kvantummechanika, masik oldalon az 6sszes rejtett paraméteres lokalis
elmélet) kozott. Hiszen az egyik kiizdd fél egy egyenlétlenség fennéllasat koveteli meg, a
masik pedig éppen a forditott egyenl6tlenségét. E mérés technikai végrehajtasa sokaig re-
ménytelennek tlint, mig végul a nyolcvanas években (lézerfénnyel végrehajtott precizids
mérésekkel) végre sikerllt. A mérés egyertelmien a kvantummechanika 4ltal adott el6re-
jelzést igazolta.

Bell egyenl6tlenségének azo6ta nagyon sok verzidja napvilagot latott, killénbozé ravasz-
nal ravaszabb fizikai rendszerre alkalmazva a fenti logikat. Néhany esetben a vonatkozo
mérés is megtortént: minden esetben a kvantumelmélet joslata valt be.

Napjaink mérései, a hajdani nagyok gondolatkisérleteinek modern megval6sulasai is
igazoljak Neumann Janos fentebb idézett szavait: a kvantummechanika ,,a tapasztalat leg-
jobb ismert 6sszegezése”> A Neumann kdnyvének megjelenése Ota eltelt hetven év a kvan-
tumelmélet szamos Uj diadalat hozta el, emellett sok gyakorlati alkalmazést - koztilk Neu-
mann masik f6 miive, a szamitogép globalis elterjedését és behatolasat mindennapjainkba.
A mai szamitdgépek chipjeinek villamnal is gyorsabb miikodése, a CD-nket olvasd lézer-
sugar - mind-mind a kvantumelmélet egy-egy gyakorlati megvalésulasa. Ez a gyonyord,
termékeny, sokszor igazolt elmélet, a XX. szazad egyik legnagyobb szellemi teljesitménye
igazdn megérdemli, hogy miatta lemondjunk a rejtett paraméterek keresésérdl, hiszen
,.nincs okunk arra, hogy e begyokerezett gondolkodasmodhoz ragaszkodjunk™

Neumann Janos - matematikusként elért hatalmas eredményei és a szamitogép megal-
kotésaban szerzett érdemei mellett - a statisztikus fizika és a kvantummechanika szilard
matematikai alapokra helyezésével olyan maig hatd, sok korabbi kutatast 6sszegez6 és sok
tovabbi kutatast megindit6 fizikusi életmiivet hagyott rank, amelynek alapjan nevét min-
denképpen a XX. szdzad legnagyobb elméleti fizikusai kzott kell sz&mon tartanunk.
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Neumann Janos hozzajarulasa a jatékelmélethez
es a matematikai kézgazdasagtanhoz

Neumann J&nos a 20. szdzadra sz&mukban erdsen megfogyatkozott polihisztorok egyi-
ke volt, aki tobb tudomanyterileten is kiemelked6t alkotott. Csak egyetlen kdzgazdaségi
munkaja volt, ,,Az altaldnos gazdasagi egyensuly egy modellje’; amelyet el6sz6r 1932-ben a
princetoni egyetemen adott el6, majd 1937-ben publikalt Ausztridban. (Angol nyelvd for-
ditasat 1946-ban koz6lték, magyar nyelven 1965-ben jelent meg valogatott munkai kozott.
A Neumann-idézeteket rendre az utbbibdl vesszik &t.)

Rogtén hozzatesszilk, Neumann Janos a modern jatékelmélet megalapozasaval is jelen-
tésen hozzajarult a kdzgazdasagtan fejl6déséhez. A jatékelmélet azonban egy tébb tudo-
manyagat (matematika, kézgazdasagtan, pszicholdgia, politoldgia) atfogo 6nallé terilet,
amely az ésszer(i emberi viselkedés szabalyaival foglalkozik, és az esetenként praxeoldgia-
nak nevezett (lasd Lange, 1964) interdiszciplinaris tudoményagba sorolhatd.

Neumann Janosnak a kdzgazdasagtan alakulasara gyakorolt jelentés hatdsat még a No-
bel-dijas kbzgazdasz, Samuelson is kénytelen volt elismerni, aki egyébként igen kevésre ér-
tékelte kbzgazdasagi szempontbdl magat a Neumann-modellt: ,,betoppant egy rovid idére
a tertletlinkre (marmint a kdzgazdasagtanba), és az6ta mar nem lesz ugyanaz, mint ami
volt” {Samuelson, 1989. 121. 0.). Roy Weintraub (1983), a matematikai kdzgazdasagtan tor-
ténetének egyik legavatottabb kutatdja szerint ,,Neumann dolgozata... a matematikai koz-
gazdasagtan kiemelked6en legfontosabb (single most important) cikke” (uo. 13. 0.). Neu-
mann jatékelméleti és gazdasagndvekedési modellje szdmos korabbi fontos fejlemény szin-
tézise, kés6bb napvilagot latott eredmények zsenialis elérejelzései, és egyidejlileg eltéré
szemlélet(i gazdasagelméleti iskolanak kozos talalkozasi, illetve kritikus elagazasi pontja is.
A legtobb kdzgazdasagi iranyzat igyekszik magéaénak vallani.

Neumann modelljeinek megjelenése id6ben egybeesik a kvantitativ kozgazdasagtan mint
6nallé tudomanyag megszervezddésével. A jelentds részben 6nallosult kvantitativ kbzgaz-
dasagtudomanyi irdnyzatok kialakuldsanak kezdeteként ugyanis az Econometric Society
megalakuldsat (1930), és lapjanak, az Econometrica-nak a megjelenését (1933), tehat az
1930-as évek elejét jeldlhetjiik meg. Az er6teljes matematikai és statisztikai modszertannal
dolgozo kvantitativ kzgazdaségtani irdnyzat ekkor még egy név alatt (econometrics) jelent
meg, de kés6bb maga is részben 6nallo részdiszciplindkra tagozodott. Manapsadg matema-
tikai kozgazdasagtan, operécidkutatds és Okonometria (gazdasagstatisztika) elnevezések
alatt taldlkozhatunk vele.

A matematika kdzgazdasagtani alkalmazasar6l Coumot (1838) munkajanak megjelené-
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se Ota beszélhetiink, s noha alkalmazhat6saga korul valtakoz6 hevességgel folyik a vita, ma
mar a kdzgazdasagtan elvalaszthatatlan része. A legtobb mddszertani eszkozt és tételt a fi-
zikabol kolcsonozték a kozgazdaszok. Kilondsen igaz ez az egyensuly fogalmara, amely
Neumannal is kdzponti fogalom. Neumann Janos ugyanakkor a fennmaradt megjegyzések
szerint (lasd példaul Morgenstem, 1976) visszatér6en hangsulyozta, hogy a k6zgazdaszok-
nak a klasszikus fizikabdl atvett matematikai eszkoztarnal joval korszer(ibb és adekvatabb
matematikai mddszereket kellene felhasznalniuk. Minden bizonnyal ez sarkallta a jatékel-
mélet altalanos elméletének kidolgozasara az absztrakt altalanos egyensulyelméleti model-
lek tovabbi kutatasa helyett. Pedig viszonylag koran szoros kapcsolatba kerult azokkal az
amerikai kutatdsokkal, amelyek eredményeként - jelentds részben az 6 mddszertani Ujita-
sait kovetve és tovabbfejlesztve - megsziilettek az altalanos egyensilyelmélet modern mo-
delljei és egzisztenciabizonyitasai.

Az (j mbdszertan iranti igényt nemcsak masok felé tAmasztotta kdvetelményként, ha-
nem kovetésre méltd példat is mutatott rd. Neumann Janos volt az elsd, aki vilagosan és
matematikailag korrekt médon definialta az absztrakt jaték fogalmat, és felhivta a figyel-
met az U elmélet szintetizald jellegére. Olyan modelleket allitott fel és olyan alapvetd té-
teleket bizonyitott, amelyek 6nmagukban, de kiiléndsen a kés6bb hozza kapcsolédd kuta-
tasok eredményeként déntéen meghataroztak a mai modern jatékelmélet arculatat. Kilon
tudomanyelméleti ritkasagnak szamit, hogy a kooperativ jatékok elméletét, egy teljesen yj
tudomanyagat, egy olyan monumentalis kényvvel inditotta el 1944-ben az osztrak Oskar
Morgenstemnel egyiitt, amely csupa Uj eredményt tartalmazott. llyen miveket altaldban a
tudomanyos cikkekben megjelend részeredmények dsszegezéseként és rendszerezéseként
szoktak megjelentetni.

A tanulmany sz(kre szabott kerete nem teszi lehetévé, hogy az egyes 6nmagukban is
roppant dsszetett és izgalmas teriiletek vildgaval, minden fontos részletre kiterjedé modon,
megismertessilk az Olvas6t. Dolgozatunkban Neumann Janos eredményeit id6rendben
mutatjuk be, mivel az idérendi sorrend hivebben tikrdzi Neumann tudomanyos felfogasa-
nak alakulasat, mint egy tematikus szerkezet. EI6sz0r a kétszemélyes, zérusdsszeg(i jatékok
egyensulyanak létezésére adott bizonyitasat, majd a hasonlé modszertanra épiilé altalanos
egyensulyelméleti modelljét mutatjuk be, svégll - a jatékelmélethez visszatérve - a koope-
rativ jatékok elméletéhez kapcsolddé munkassagat ismertetjik.

A két téma, a jatékelmélet és az altalanos gazdasagi egyensulyelmélet bemutatasa és meg-
értése korantsem jelent azonos nehézségli feladatot. Azok szamara, akik nem jartasak a koz-
gazdasagtanban, igyekeztiink megkdnnyiteni az egyensulyelméleti részek tanulmanyozasat
egy rovid altalanos kozgazdasagtani bevezetdvel is. Bemutatjuk tovabbéa a legfontosabb ko-
rabeli altalanos egyensulyelméleti modelleket, és Osszevetjik velik Neumann modelljét.
Neumann kozgazdasagtani hozzajarulasanak jelentésége ugyanis nem értékelheté 6nmaga-
ban, még kevéshé pusztan csak a modell kbzgazdasagi mondanivaléja alapjan. Neumann mo-
dellje - a maga nemében és idejében - egyike volt azoknak a modelleknek, amelyek a leg-
tisztdbban és a legszebben testesitették meg azt a szemléletbeli és modszertani valtozast,
szinte robbanasszerl fejl6dést, amely a matematika kdzgazdasagtani alkalmazasaban az
1930-1950-es évek folyaman végbement. Roviden érintjik ezt a fejleményt is. Bizunk abban,
hogy a témakkal el6szor talalkozo olvasd, ha nem is fog els6 olvasasra mindent megérteni és
atlatni, kedvet fog kapni ahhoz, hogy mélyebben megismerkedjen az érintett témakkal. A
csatolt irodalomjegyzékben béven fog tanulmanyozasra alkalmas forrasokat talalni.



Neumann Janos hozzajarulasa a jatékelmélethez és a matematikai kbzgazdasagtanhoz 101

1. A kétszemélyes, zérusdsszegl jatekok egyensulya
létezésének bizonyitasa

Neumann Janos el6tt elszortan ugyan, de foglalkoztak olyan stratégiai jellegli problé-
mékkal, amelyeket manapsag legjobban jatékelméleti eszkdzokkel lehet vizsgalni. Legjobb
példa erre Coumot (1838), aki olyan oligopolisztikus piacokat vizsgélt, ahol néhany nagy
szerepl6 alakitja, termelési dontésein keresztiil, az arakat. Neumann Janos volt ugyanak-
kor az els6, aki vilagosan, matematikailag korrekt modon definialta az absztrakt jaték fo-
galméat. Ahhoz, hogy Neumann Janos munkajanak jelent6ségét megértsiik, sziikségiink van
néhany jatékelméleti alapfogalom tisztazasara.

Nehany jatékelméleti alapfogalom

Mivel is foglalkozik a jatékelmélet? Ha a legaltalanosabban akarjuk megfogalmazni, ak-
kor azt mondhatjuk, hogy a jatékelmélet olyan matematikai modellek dsszessége, amelyeket
olyan konfliktushelyzetek tanulmanyozésa és elemzése céljabol allitunk fel, amelyekben az
egyes személyek vagy csoportok elért eredménye nemcsak a sajat, hanem masok dontéseitél
is fugg. A konfliktus sz6t itt nem Ggy kell értelmezni, hogy a szerepl6k (jatékosok) érdekei
szlikségképpen abszolUt ellentétesek (ez is lehet specidlis esetként), bizonyos mértékig egy-
be is eshetnek, s6t bizonyos célok elérése érdekében egyiitt is miikddhetnek. Az élet minden
tertletén adddnak konfliktushelyzetek és t6bb tudomanyég is foglalkozik ezek bizonyos vo-
natkozésaival. Gondoljunk csak a jogra vagy a pszicholGgiara. A jatékelmélet azt a célt tlzte
ki, hogy ezeket a helyzeteket matematikai modellekkel elemzi, és igy probélja megmagyaréz-
ni, hogy a jatékosok miért ugy viselkednek, ahogy az megfigyelhetd, hogyan kellene viselked-
nitlk, ha bizonyos ésszer(iségi kovetelményeket tartanak szem elétt, el6re tudjuk-e jelezni,
hogy a jatékosok egyuttes cselekvésének eredményeképpen mi fog kialakulni, és mennyire
tekinthetd a kialakult helyzet stabilnak.

Két dolgot fontos itt kiemelni. Noha a kdznyelvjatéknak nevezi, példaul a kockajatékot,
mi nem tekintjuk annak, mivel a jatékosok passzivak, nem hoznak a végkimenetelt befo-
lyasolé dontéseket, szerepilk mechanikus (a kocka eldobasat hajtjak végre). Sziikséges az
is, hogy legalabb két tudatos jatékos legyen, és igy kizarjuk azokat a dontési helyzeteket,
amikor egy dontéshozo valaszt kiillonbozé lehetdségek kozil, noha ez, mint specialis eset
érdekes bizonyos jatékelméleti modellek m(ikdésének tesztelésére. A vizsgalat modszere
is specidlis. Mindenekel6tt azt vizsgaljuk, hogy bizonyos helyzetekben a jatékosoknak ho-
gyan kellene viselkedniik, és ennek kovetkeztében mi alakulna ki, és nem pedig azt, hogy
valdjaban mit csindlnak az emberek. A kisérletijatékelmélet foglalkozik az utébbival, joggal
tekinthetjik a klasszikus jatékelmélet kdzeli rokonanak, és fontos szerepe van a jatékelmé-
leti modellek igazolasaban. Ha nagy eltérés mutatkozik egy jatékelméleti modell altal el6-
irt és a valosagban megfigyelt viselkedési forma kozott, akkor ez komoly 6szténzés a mo-
dellek finomitasara, netan gyokeres atalakitasara.

Mar a kezdetektdl fogva két nagy teruletre kilondlt el a jatékelmélet: a kooperativ és a
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nem kooperativ jatékok elméletére. A kooperativ jatékok esetében a jaték szabalyai meg-
engedik, hogy ajatékosok cselekvésiiket dsszehangoljak, és ezt kotelezd erejli szerz6dések-
ben rogzitsék. Példaul egy parlamentaris demokraciaban két part (ezek a jatékosok) kot-
het egy kotelezd érvény(i koalicios szerz6dést, amelynek az el8irasait kilénbdz6 szavazé-
sokndl kovetnilik kell. Nem kooperativ jatékok esetében ezt a jaték szabalyai nem engedik
meg, ami persze nem zéarja ki azt, hogy egyéb modokon ne hangoljék ossze cselekvésiiket
(ha ezt sajat érdekik ugy diktalja).

Példaként emlitjiik meg az oligopolisztikuspiaci versenyt. Képzeljink el egy olyan piacot,
ahol n szamu termel6 van, mindegyikiik ugyanazt a terméket allitja eld, oly mddon, hogy a
fogyasztd szamara teljesen lényegtelen, hogy kinek a termékét veszi meg. llyen termék le-
het példaul a cukor, mivel altalaban az ember, amikor cukrot vasérol, nem szokta megnéz-
ni, hogy melyik véllalat allitotta el6. A vallalatok egymastol fliggetlentil hozzék meg a ter-
melési dontéseiket. (A versenyhivatal nem engedi meg a termelési volumenek sszehango-
lasat, a kartelleket!) A fogyasztok a piacon igy megjelené dsszes termékmennyiséget egy
bizonyos aron hajlandéak mind megvenni. Ha sok termék van, akkor ez az ar kisebb, ha
kevés, akkor nagyobb. igy az egy vallalat altal elérhetd nyereség nagysaga nemcsak attol
flgg, hogy 6 maga mekkora mennyiséget allit el6 és mekkora koltséggel, hanem attol is,
hogy a tobbi vallalat milyen termelési dontést hozott.

Az el6bbi modellben elég természetesen adddott, hogy az egyes jatekosoknak milyen
dontéseket kellett hozniuk és aztan, miutdn mindenki dontétt a sajat termelési szintjérdl,
mi lesz ennek a kovetkezménye, kinek mekkora nyeresége keletkezett. Vannak olyan hely-
zetek, ahol a lehetséges cselekvések kdvetkezményei nem ilyen egyértelmliek. Ezért felté-
telezzlik, hogy minden jatékosnak van egy hasznossagi fiiggvénye, amely értékeli szamara a
jaték kulonb6z6 kimeneteleit, vagyis a jaitékosok egylttes cselekvése eredményeként Iétre-
jott helyzetet. Egyel6re csak annyit tesziink fel, hogy a jatékosok egyenként racionlisak:
mindenki azt szeretné, ha a sajat hasznossagi fliggvénye minél nagyobb értéket venne fel.
Ennek egyik kovetkezménye, hogy ha valamelyik jatékos tudja azt, hogy a tébbiek mit fog-
nak tenni, akkor a sajat lehetdségei koziil olyat fog valasztani, amely maximalizélja a sajat
hasznossagat. Ha nem tudja pontosan, hogy mit fognak cselekedni a tobbiek, de (objektiv
vagy szubjektiv) valdszinliségeket tud a tobbiek lehetséges cselekvéseihez rendelni, akkor
azt tesszik fel ajatékosrol, hogy a sajat varhatd hasznossagat (az egyes hasznossagoknak a
val6szin(iségekkel sulyozott atlagat) maximalizélja.

A nem kooperativ jatékok elmélete

A kovetkez6kben el6szér a nem kooperativ jatékokkal foglalkozunk kicsit részleteseb-
ben. Neumann Janos tette elészor vilagossa az atmenetet a nem kooperativ jatékok két
alapvet6 abrazolasi modja kozott. Az egyik az extenziv forma, a masik pedig a stratégiai
vagy normal forma. Az extenzivformaban a lehetd legnagyobb részletességgel, szinte forga-
tokonyvszerién irjuk le, hogy az illet6 jatékot hogyan jatsszak. Az ehhez hasznalt eszkozt
a grafelméletbdl vessziik, és gyokérrel rendelkez6 végesfanak nevezziik.

Ezt gy kell elképzelni, mint egy valddi fat, amelynek gyokereibdl agak indulnak ki, majd
ezekbdl Ujabb agak, és a fa végén vannak a levelek, amelyb&l mar nem indulnak ki Ujabb agak.
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Egy ilyen fat a csomdpontjai és az agai adnak meg, és az jellemzi, hogy barmely csomépontbol
el lehet jutni &gak mentén barmely méasik csomopontba, és sehol sem alakulnak ki kérok, tehat
agak mentén nem tudunk visszajutni a kiindul pontunkba. Az 1 abran latunk egy ilyen fat.

1 jatékos
2 jatékos 2
J;jobbra;  B: balra

1 éabra

A fa minden csomépontjahoz hozzarendeliink egy jatékost, aki arr6l dont, hogy a cso-
mopontbol kiinduld agak koziil melyiken menjen tovabb a fa levelei felé. Az 1. abréan 1év6
jatéknal el6bb az 1 jatékos dont, hogy jobbra vagy balra megy-e, majd a 2. jatékos teszi
ugyanezt, végil ismét az 1 jatékos jon. Megengedett, hogy egyes csomdpontokban ne egy
jatékos, hanem egy véletlen mechanizmus dontsén arrdl bizonyos ismert (elvben ismert)
valdszinliség-eloszlas szerint, hogy melyik &gon menjlink tovabb. Ez az eset példaul a kar-
tyajatékokban, ahol ajaték altalaban keveréssel és osztassal kezd6dik. A fa minden levelé-
hez hozzarendelink n szdmot (az egyes jatékosok hasznossagait, amit a jatékelméleti iro-
dalomban kifizetésnek is szokas nevezni). Az 1 &bran a fa végpontjaiban két szam lathatd,
az 1 és a 2. jatékos kifizetései.

Egyjatszméanak neveziink egy 6svényt, amely a fa gyokerétél egy levélhez vezet, ahol a ki-
fizetések megtorténnek. Ezt a jatékot a teljes és tokéletes informécio jellemzi. Minden jaté-
kos ismeri (legaldbbis elvben) az egész fat a kifizetésekkel egyitt, és tudja azt, hogy a tobbi-
ek is ismerik és tudja mindenkirdl, hogy a (varhat6) hasznossagat igyekszik maximalizalni.

Jo példa a fentiekre a sakkjaték. A sakkjatékot szabalyai egyértelm(ien meghatarozzak. A
fa gyokeréhez vilagos van hozzarendelve, és innen 20-féle 4gon indulhat el (minden gyaloggal
Iéphet egyet vagy kett6t, és mindkét huszarral két kilénboz6 helyre). A kdvetkezd 20 csomé-
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pont mindegyikéhez sotét van hozzarendelve, aki szintén 20-féle 4gon indulhat el. A jaték igy
folytatddik tovabb, amig véget nem ér valamelyik fél gy6zelmével vagy dontetlennel. Feltéte-
lezziik, hogy a végességet kikényszerit6 szabalyok vannak érvényben (példaul a hdromszori tu-
korkép azonnali dontetlen, és ha 50 lépésparon keresztiil nincs (ités vagy gyalogtolas, akkor is
automatikusan dontetlen a jatszma). Kifizetésnek véalaszthatjuk a szokasos 1 a gy&zelemért,
1/2 a dontetlenért és 0 a veresegért pontozast. Ezt a fat a lehet6ségek csillagaszati szama mi-
att természetesen csak elvben tudjuk felrajzolni. Mar két Iépés utan is 421 pontja van a fanak!

Nézziik meg most, hogy hogyan adunk meg egy jatékot stratégiai forméaban. Feltételez-
zuk, hogy minden jatékosnak van egy stratégiahalmaza, vagyis adva van n nem ures halmaz
5), ..., A jatékot Ugy jatsszak, hogy minden jatékos, a tobbiektél fliggetlendl, vélaszt a
sajat stratégiahalmazabdl egy elemet. Ennek eredményeképpen létrejon egy s =(i,, ..., 5,)
stratégiaprofil. Ugyancsak feltessziik, hogy minden jatékosnak van egy hasznossagi (kifize-
t6) fliggvényelj, ...,/,,, amely minden s stratégiaprofilhnoz hozzarendel egy kifizetést. A
stratégiahalmazok és kifizet6fliggvények egyiittesét nevezziik ajaték stratégiai (normal) forma-
janak. Mint jeleztik, Neumann Janos fogalmazta meg el6szor vildgosan az atmenetet az
extenziv forma és a stratégiai forma kozott. A faval abrazolt extenziv formaban adott ja-
tékban az i-edik jatékos egy stratégiaja egy teljes magatartasterv, amely megmondja azt, hogy
amikor az i-edik jatékosnak kell 1épnie, akkor melyik &gon fog tovabbhaladni.

Ez még olyan szituaciokra is vonatkozik, amelyek az i-edik jatékos korabbi Iépései mi-
att nem fordulhatnak el6. A sakkjatékban példaul a vildgos egy stratégidja egy utasitas-
rendszer, amely megmondja azt, hogy amikor a vildgosnak kell 1épni, mit fog tenni. Ha ez
az utasitasrendszer egy esetben is valami mast ir el6, akkor az egy masik stratégia. Ugyan-
ez vonatkozik a sotétre is. Nyilvanval6, hogy noha nagyon sok stratégiaja van mindkét ja-
tékosnak, ezek szama véges. A jatékot most Ugy lehet lejatszani, hogy mindkét jatékos, egy-
mastol fliggetlendl, valaszt egy-egy stratégiat, amely egyértelmiien meghatarozza a jatsz-
mat és ennek kimenetelét is. A jaték lejatszasa most egy olyan feladatta valik, ami még a
jaték lejatszasa el6tt eldonti a jaték kimenetelét: igazi intellektualis feladat a stratégia ki-
valasztasa, ami utana kovetkezik, csak a babuk tologatasa, és ezt a jatékos helyett egy meg-
bizott is csinalhatja. Nem kell mondani, hogy a valésagos versenygyakorlatban a stratégia
nem ezt jelenti, és természetesen a megbizottak nem tudjék a jatszméakat lejatszani a nagy-
mesterek helyett. Ennek az az oka, hogy a stratégiahalmazok elemszadma oriasi, és nem-
csak az ember, hanem a gép sem tudja valamennyit szamon tartani.

Az 1 é4bra jatékadban egy lehetséges stratégiaparos az alabbi magatartasterv:

Az 1 jatékos elébb J-t valasztja, majd ha a 2. jatékos J-t valasztotta, akkor B-t, ha pedig
B-t vélasztotta a 2. jatékos, akkor J-t. Ha az 1 jatékos B-t valasztana (ezt ezen stratégia
szerint nem fogja megtenni, de ha mégis ez torténne), akkor a 2. jatékos minden valaszta-
sara az 1 jatékos B-t felel. A 2. jatékos egy stratégiaja: ha az 1. jatékos J-t valasztotta, ak-
kor J, ha B-t, akkor B. Lathatjuk, hogy a stratégiak minden lehetséges esetre adnak egy
utasitast, és a J-J-B &gak altal meghatarozott 6svényhez (jatszmahoz) vezetnek, ami az
1 jatékosnak 2, a 2. jatékosnak 1 kifizetést eredményez.

Mi az el6nye a stratégiai formanak? Elsdsorban a matematikai kezelhet6sége, valamint
az, hogy olyan jatékok is definidlhatok, amelyek extenziv formaban soha nem jelennek
meg, illetve csak igen mesterséges modon abrazolhatdk extenziv formaban. Neumann Ja-
nosnak is az volt a célja, hogy a normal forméban felirt jaitékok elemzéséhez a matemati-
ka leger6teljesebb eszkozeit hasznélja fel.
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A kétszemélyes, zérusdsszegd, véges jatékok egyensulya

Az 1920-as években egy specidlis jaték kototte le a matematikusok egy részének érdek-
I6dését. Bizonyos értelemben a legegyszerlibbnek tekinthet6 esetet, a kétszemélyes, zérus-
Osszeq(i, véges jatékokat elemezték: a jatékosok szama 2, a stratégiahalmazok végesek, és
ajatékosok kifizetéseinek 6sszege 0. Ez utdbbi feltételezi a teljes antagonizmust: amit az
egyik jatékos nyer, azt a masiktol nyeri, az érdekek teljesen ellentétesek. igy elég is csak
példaul az els6 jatékos kifizetéseit megadni, a masodiké automatikusan adodik, mint en-
nek a-1-szerese. Minthogy a stratégidk szdma véges, ezért az egész jatékot (normal forma-
ban) megadhatjuk egy A szamtablazattal (szokasos nevén egy matrixszal), amelynek m so-
ravan, ha az 1. jatékosnak m stratégidja van és n oszlopa, ha a 2. jatékosnak n stratégidja
van. A tablazat i-edik soranak ;-edik eleme  azt a kifizetést mutatja, amit az 1 jatékos
kap a 2. jatékostol, ha 6 az i-edik, ellenfele pedig a;-edik stratégiajat koveti. Példaként néz-
zlik az alabbi tablazatot, ahol az 1 jatékos F és A kozil véalaszthat, a 2. jatékos pedig B és
J kozl.

2. jatékos
B
1. jatékos F 1 2
A 3 4

Nézzilk, hogyan gondolkozhatnak a raciondlisnak feltételezett jatékosok. Képzeljiuk ma-
gunkat az 1 jatékos helyébe. Ha F-et valasztja, akkor 1kifizetésre szdmithat, hiszen a 2. j&-
tékos a B stratégiajat valasztja ez ellen (ez az érvelés még meggy6z6bb, ha sokszor jatsszak
a jatékot). Ha A-t vélasztja, akkor 3 kifizetésre szamithat. Erdemes ezért az A stratégiat
vélasztani, ami szdméara mindenféleképpen biztosit 3-at, térténjék barmi. Az 1. jatékos an.
maximin stratégiat valasztott, mivel a valasztott stratégia maximalizalja a minimalis kifize-
téseket.

Ugyanezt az okoskodast meg lehet ismételni a 2. jatékosra, figyelembe véve azt, hogy
szdmaéra ezek a kifizetések veszteségeket jelentenek. Ha a B oszlopot valasztja, akkor sza-
mithat arra, hogy 3-at veszit, mig ha a J oszlopot, akkor 4-et, igy érdemes a B-t valasztania.
Ez a stratégia egy minimax stratégia, mivel a maximalis veszteségeket minimalizalja. Meg-
figyelhetjik, hogy végeredményben ez a stratégia is a 3 kifizetést eredményezte. Ez a 3 a
fenti tblazatban egy nyeregpont, amely a sajat oszlopaban maximalis, mig a sajat sordban
minimalis. Az adott ésszer(iségi feltételek mellett ez a megoldas jol jelzi el6re a jatékosok
viselkedését és a jaték kimenetelét. A kialakulé nyeregponthoz tartozo stratégiakat egyen-
stlyi megoldasnak nevezziik. Nem mindig ilyen egyszer(i azonban a helyzet.

Nézzik a kovetkez6 példat. Egy jatékos készulddik a tizenegyesrugas elvégzésehez, a
kapus pedig a kivédéséhez. Kdzismert, hogy a kapusnak akkor van a legtébb esélye a hari-
tasra, ha a rugas pillanatdban elhatarozza, hogy merre mozdul el. A jé ldvéshez is el kell
hatarozni, hogy merre rugja a jatékos a labdat. Az egyszer(iség kedvéért tegyik fel, hogy a
rugo jatékosnak harom stratégiaja van: Jobbra, K6zépre vagy Balra rdgja a bintet6t. A ka-
pusnak is hdrom lehet6sége van: Jobbra vagy Balra mozdul, vagy Kézépen marad. (A K
stratégidba tartozik az is, amikor csak akkor mozdul el, amikor mér Itja, hogy merre megy
a labda.) Kifizetésnek vegyik azt, hogy adott stratégiaparos mellett 10 blintet6b6l hany gol
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lesz. Az alabbi tablazat mutatja a kifizetéseket (a szamok nem objektiv statisztikdn nyug-
szanak, de nem is teljesen Iégb6l kapottak):

Kapus
J K B
J 5 8 9
Rag6 K 8 3 8
B 9 8 5

Nyilvan a Rig6 a maximalizald, a Kapus a minimalizald jatékos. Ha az elébbi logikat ko-
vetjlk, akkor a Rugé maximin stratégidja vagy J, vagy B, ami legaldbb 50%-os sikert bizto-
sit neki. A kapus minimax stratégidja K, és ekkor szamithat arra, hogy a blintet6k 80%-anal
tobb nem megy be. Ezek a stratégiapwfilok nem stabilak. Ha sokszor ismétldik ez az eset,
akkor nem érdemes mindig jobbra 16ni a buntet6t, mert a Kapus, ezt latvan, felkészil er-
re. Ebben a matrixban nincs nyeregpont, és igy az a fajta egyensuly sem létezik, ami az el6-
26 példaban megvolt.

Hogyan kezeljik ezt a szitu4cidt? Itt is segit a megfigyelés. Aki néz labdartigé mérkdzé-
seket, az lathatja, hogy mind a Ragé, mind a Kapus igyekszik bizonytalansagban tartani a
maésikat és ,,keverni” a stratégiait. Keverésen itt azt értjiik, hogy bizonyos valdszintiséggel
jatssza az egyes stratégidit. Feltételezve, hogy a masik is ezt teszi, egy Uj, szarmaztatott ja-
tékhoz jutunk, amelyet kevert bévitésnek neveziink. Ha ezt a jatékot meg szeretnénk adni
normal formaban, akkor kifizet6fliggvenyeket is kell definiadlnunk. Természetesnek tlinik
kifizetésnek a varhato kifizetéseket tekinteni, ahol az eredeti jaték  kifizetését azx, ésy”
valoszinlségekkel szorozzuk meg, majd 6sszegezziik minden i-re és/-re. Ittx, jel6li annak
a valdszin(iségét, hogy az 1. jatékos az i-edik stratégiajat jatssza, migy” annak a valészin(-
ségét, hogy a 2. jatékos ay-edik stratégidjat jatssza. A két valoszinliséget azért szoroztuk
ossze, mert a jatékosok egymastol fiiggetleniil valasztottdk meg a stratégiaikat. igy a kevert
bévités egy olyan jaték, ahol a jatékosok stratégiahalmazai most mar az 6sszes lehetséges
valOszinliség-eloszlasok, a kifizet6fliggvény pedig a kifizetések varhatd értéke. Az eredeti
stratégiak a kevert bdvitésben tovabb élnek specialis esetként (1 valdszinliséggel jatszunk
egy eredeti stratégiat, és 0-val az dsszes tobbit), és tiszta stratégiaknak nevezziik éket.

Mint lattuk, csak tiszta stratégidkat tekintve nem jon létre egyensuly, vagyis nem fog
megegyezni a maximin érték a minimax értékkel. Vajon mi a helyzet kevert stratégiak ese-
tén? A matrixjatékok esetében a hires francia matematikus, Emile Boréi ismerte fel a tisz-
ta és kevert stratégiak jelentdségét 1924-ben, és megprébalta a maxmin = minmax egyen-
I6séget bizonyitani a kevert bdvitésre. Miutan ez nem sikeriilt neki, elkezdett kételkedni
abban, hogy vajon ez az egyenl@ség egyéltalan igaz-e. Itt kapcsolodott be 1928-ban Neu-
mann Janos, aki zsenialis matematikusként megtalalta azt az eszkozt, egy Uj fixponttételt,
amelynek segitségével bebizonyitotta a matrixjatékok kevert bévitésének alapvet6 tételét,
amit az6ta is Neumann-tételnek, sokszor egyszer(ien csak minimax tételnek neveznek.

Meg kell jegyezni, hogy Neumann Janos egy altalanosabb tételt bizonyitott, és tételét a
kés6bbiekben a legkiilénbdzébb iranyokban tovabb altalanositottak (lasd Hegedds és Za-
lai, 1978). A matematika egy egészen Uj terilletévé fejl6dott a minimax tételek vizsgélata,
és igen sok tudomanyagban lehet alkalmazni ajatékelméleten kiviil is. A kés6bbiekben de-
rilt ki, hogy a minimax tétel bizonyitasahoz egyszer(ibb eszkdzok is elégségesek, nem kell
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fixponttételeket haszndlni, de szamos altalanositasban a fixponttételek alkalmazasa elen-
gedhetetlen.

Térjlnk vissza a tizenegyesrugo jatékhoz. Ennek a jatéknak a kevert bévitésében a RU-
g6 jatékos maximin stratégidja (az alkalmazott szamitési eljarast itt nem részletezzik):

0,416 valdszinlseggel jobbra ragni
0,168 valdszinliséggel kozépre
0,416 valdszin(séggel balra rugni,

a Kapus minimax stratégiaja:

0,416 val6szintséggel jobbra mozdulni
0,168 valdszintiséggel kdzépen maradni
0,416 valdszin(iséggel balra mozdulni.

Ennek eredményeként annak a val6szin(isége, hogy egy biintet6bél gol lesz: 0,717.

2. Az egyensulyi gazdasagi ndévekedés
Neumann-féle modellje

Egy rovid bevezet6 a modern kézgazdasagtanba

Kezdjlik egy kozkeletl, mondhatni banalis megallapitassal: az ember tarsas, tarsadalmi
Iény (homo politicus). Lét- és fajfenntartasat 6sszetett - bioldgiailag, tarsadalmilag és tor-
ténetileg meghatarozott - tényezdk alakitjak, iranyitjak. Tevékenységei, dontései részben
Osztonosek, részben hagyomanyokat-mintakat kdvetnek, részben tudatosak. Az eurdpai ci-
vilizacidban, kilondsen a piacgazdasag kibontakozdsa nyoman, ha korlatozott médon is,
de fokozatosan el6térbe keriilt a racionalitas. A modern kézgazdasagtan, amelynek a kez-
detét a 18. szazadtol, leginkabb Adam Smith neves mivének (The Wealth of Nations)
megjelenésétdl szamithatjuk, ezért er6teljesen épit a racionalitds fogalmara, a sokat vita-
tott homo oeconomicus (az okosan gazdalkod6 ember) feltételezésére.

Az emberi tevékenységek kiillénbdz6 - bioldgiai, pszicholdgiai, tarsadalmi - szlikségletek
kielégitésére iranyulnak. A sziikségletek kielégitéséhez emberi munkara, valamint anyagi és
szellemi javakra van sziikség. Az anyagi javakat az ember eredend&en a természetbdl nye-
ri, de céltudatos munkaval fokozatosan atalakitja azokat, hogy minél alkalmasabbak legye-
nek az emberi sziikségletek kielégitésére. Azokat a tevékenységeket, amelyek a killénb6z6
javak céltudatos atalakitaséra, végs6 soron emberi szilkségletek kielégitésére (fogyasztasra)
val6 alkalmassé tételére (beleértve a felhasznaldkhoz val6 eljuttatasat) irdnyulnak termel§-
vagy szolgaltatotevékenységeknek nevezziik. (Gyakran csak termelést mondunk, de mind-
kett6re gondolunk.)

Mind az emberi munkaerd, mind a természeti er6forrasok, kovetkezésképpen az altaluk
el6allithatd egyébjavak isviszonylag sz(ikds mennyiségben allnak az emberek, a tdrsadalom
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rendelkezésére, ezért takarékoskodni, gazdalkodni kell velik. A viszonylagos jelzd magya-
razatra szorul, mivel tébb mindenre utalunk vele. Viszonylagos a rendelkezésre allo javak
sz(iktssége a kielégithet6 szlikségletek tekintetében, relativ az egyes javak sz(ikdssége egy-
mashoz képest, s viszonylagos a killénbodzd javak és eréforrasok sz(ikdssége az id6tél, a
miszaki-szervezési lehet6ségektdl fuiggben is.

A javak sz(ikossége a modern kdzgazdasagtan egyik sarkalatos alapfeltevése és alapfo-
galma. Egyes uralkod6 kézgazdasagi iranyzatok egyenesen ugy definialjak a kdzgazdasag-
tant, mint ,,az alternativ médon felhasznalhat6 sz(ikds eréforrasokkal valo ésszer( gazdalko-
das’tudomanyét. A gazdasagi dontések és cselekvések azonban, a valtozo tarsadalmi ko-
zegbe beagyazva jelennek meg, ezért jelent6s mértékben fliggenek a torténeti, tarsadalmi
viszonyoktdl is. A kdzgazdaszok fokozatosan torekedtek arra, hogy - gyakran nehezen el-
fogadhat6 egyszerdsitések aran - elhataroljak a kbzgazdaséagtan targyat a mas tudomanyok
altal tanulmanyozott jelenségektdl. Ez az egyik magyarazata annak, hogy altalanossa valt
az egymassal rendszerint ideoldgiai ellentétben all6 iskoldk parhuzamos jelenléte. Ennek
mélyebb okaiba itt nem kivanunk elmélyedni, de szlikségesnek tartottuk megjegyezni.

A modern kdzgazdasagtan a piacgazdasagok mukddésének idealizalt alapelveit kellen
preciz fogalmakkal és dsszefuiggésekkel igyekszik leirni, a matematikaban és a természet-
tudomanyokban megszokott axiomatikus kifejtést alkalmazva. Ez egyidejlileg erénye és
hatranya ennek a megkozelitésnek: segiti a megértést, de ugyanakkor lényeges probléma-
kat eltakar. A tovabbiakban f6 konturjaiban felrajzoljuk azt a gazdasagképet, és jelezziik
azokat a f6bb jelenségeket, amelyekkel a kdzgazdasagtan altalaban foglalkozik.

A kozgazdasagtan egyik alapelve, hogy ,,minden mindennel 6sszefiigg”. Ezért van némi
szabadsag abban, honnan kezdjik kifejteni vizsgalati targyat. Legtobbszor a szlikségletek-
kel, az emberi tevékenységek végs6 okaival és mozgatorugoival kezdjuk a targyalast. A koz-
gazdasagtan nem sokat foglalkozik a szilkségletekkel dnmagukban és altaldban. A szlikség-
letek csak annyiban érdekesek, amennyiben azok a gazdasagi javakat hasznossa és értékes-
sé teszik az emberek szaméra. Az uralkod6 gyakorlat szerint a kdzgazdaszok a gazdasagi
tevékenységek két alapvet6 csoportjat kiilénboztetik meg: afogyasztast és a termelést. Az el-
sO csoportba tartozd tevékenységek végzésének szinterei a haztartasok, a masodiké a valla-
latok. A fogyasztas kozvetlenill valamilyen emberi sziikséglet kielégitésére irdnyul, a termelés
célja az egyéni vagy tarsas jovedelemszerzés. A megszerzett jovedelmek azonban végsé so-
ron a haztartasokhoz keriilnek, és felhasznalasukrol ott ddntenek.

Az egyeéni és/vagy kollektiv (kormanyzati) haztartasok, az adott ar és egyéb piaci feltéte-
lek mellett, dontenek egyrészt arrol, hogy a rendelkezésiikre allé eréforrasokbdl (munka,
tékeként felhalmozott termékkészletek, fold sth.) mennyit bocsatanak a véllalatok rendel-
kezésére (a termelési tényezOk kindlata). Masrészt arrdl, hogy a megszerzett jovedelmekb6l
mennyit forditanak jelenbeli és mennyit jovébeli sziikségleteik kielégitésére: fogyasztasra
és megtakaritasra. Egyensuly esetén az utdbbit teljes egészében a termel&kapacitasok bo-
vitésére,/e/lia/mozésra (beruhdzasra) forditjak. A fogyasztas és felhalmozas egyditt general-
ja a termékek végst keresletét, ami viszont a termékek termel6 felhasznalasan keresztiil to-
vabbi, kdzbensd keresletet indukal.

Ez utébbit méar a vallalatok vezetdi hatarozzak meg, akik egyidejlleg elddntik, hogy mi-
Iyen termékeket allitanak el6 (termékek kinalata), és hogy ezek megtermeléséhez mennyi
eréforrast vesznek igénybe (a termelési tényezOk kereslete). Az aruk cseréjét az anonim piac
kozvetiti, ahol minden jészagnak minden meghatarozott idészakban, a vevétol fuggetlendl.
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egy és ugyanaz az ara. Ha egy adott id6szakban a kereslet és kinalat minden jészag piacan
megegyezik egymassal, akkor azt mondjuk, hogy a gazdasag altalanos egyensulyban van.

Osszefoglalva és kiegészitve a leirtakat: a modern kdzgazdasagtan a gazdasagot egymas-
tol fuggetlen, 6nallé dontési jogokkal rendelkezé gazdasagi egységek egyiitteseként abra-
zolja. Ezek a gazdasagi egységek killonb6z6 gazdasagijavakat (arukat) hasznalnak fel, illet-
ve allitanak el6, és egymassal arucserét folytatnak, éspedig apiac kozvetitésével. A cserét
az arak szabalyozzak, ezek hatdrozzak meg a cserearanyokat A véallalatok dontési lehetsé-
geit alapvet6en korlatozzak a technolégiai (m(szaki-szervezési) lehet6ségek, s a technold-
gia altal megszabott lehet6ségek kozul azt a megoldast valasztjak, amely az adott arak mel-
lett szdmukra a legnagyobb nyereséget nyUjtja. A keletkez6 jovedelmek elosztasat meghata-
rozott szabalyok iranyitjak, amelyek révén kialakul a haztartasok rendelkezésére allé jove-
delem. A haztartasok eldontik, hogy mennyit forditanak a jelen- és jov6beli sziikségleteik
kielégitésére. A gazdasag hatékony miikbdése megkdveteli, hogy a kilénbdzd gazdasagi
egységek dontései, az egyes aruk kinalata és kereslete egymassal 6sszhangban legyen. Az
dsszhang ideélis esete az egyensuly, amikor is a kiillénb6z6 aruk kinalata és kereslete meg-
egyezik egymassal. Az uralkodé felfogas feltételezi, hogy a piac mikddési mechanizmusa
(a kereslet-kinalat torvénye) képes a gazdasagot ebbe a Kitlintetett, egyensulyi allapotba vin-
ni, illetve annak kozelében tartani.

Neumann altaldnos gazdasagi egyensulyi modellje

Kezdjuk mindenekel6tt a modell egyszer(i és konnyen éattekinthet6 gazdasagképének felva-
zolasaval. Hasznos lehet az 1 tablazat megértése. Az elsé kimutatas egy gazdasag adott idd-
szakban megfigyelt termelését tartalmazza, termékenként és termelési tevékenységekként el-
kulénitve (Wy). A mésik az ugyanabban az idészakban felmer(lt raforditasokat részletezi azo-
nos felbontasban (Ajy), ahol i a termékek, j a termelési tevékenységek (folyamatok) indexe.

1 téblazat: A gazdaséagi tevékenységek eredményének abrdzoldsa Neumann modelljében

Kibocsatasok

1 folyamat 2 folyamat - j. folyamat m. folyamat  egységarak
1 termék Sl M2 yi. P\
2. termék 9! Yi2 y2n PI
i
i. termék yn Pi
n. termék n.2 Ym Pn -

a tevékenysé-
gek szintje "2 m
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Réaforditasok

1 folyamat .. folyamat j. folyamat m. folyamat  egységarak

11

1. termék M1 A2 fi

2. termék Az Az 2. PI
[N I I

L termék . a2 Pi

n. termék Xnl N, Xm '

a tevékenysé- ¢

gek szintje

Neumann feltételezi, hogy azy elemekben megjelend réforditasok tartalmazzék a haz-
tartasok létfenntartdsahoz sziikségesfogyasztast is, és hogy a kibocsatasok mindig csak a ko-
vetkezd id6szakban hasznalhatok fel (éves megtériilés). Felteszi tovabba (,,hogy tovabbi bo-
nyodalmak elejét vegyik” - 162. 0.), hogy aj ,,a hozam a termeléssel aranyos”, és b) ,,a ter-
melés természetes tényez8i, a munkat beleértve” (az elsédleges eréforrasok) a termelt ter-
melési tényez6khoz, a felhalmozott t6kékhez képest, ,korlatlan mennyiségben bévithe-
t6k”, azaz hosszabb tadvon nem képezhetnek sz(ikds keresztmetszetet.

Neumann egy olyan elvont gazdasagot vizsgalt, amelyben feltevése szerint nem valtoz-
nak a fogyasztési szokéasok, nincs miszaki haladas, és ezek kdvetkeztében az egyszer kiala-
kult egyensulyi termelési szerkezet és araranyok idében valtozatlannak tekinthetdk.
Egyensuly esetén tehat a termelés és a termékek felhasznélasa az egyik idészakrél a ma-
sikra egyenletesen, A titemben valtozik: A el6jelétdl fiiggéen né, stagnal vagy csokken. Az
ilyen allapotot stacionarius egyenstlynak nevezziik.

A feltevéseknek megfeleléen a vizsgalt gazdasagban a termékek keresletének és kinalata-
nak egyensulyi feltételei az alabbi egyszer( format oltik:

VotV t.o.+ty,,=(+A)-(x,, +A,, +..+A ], 11,2,...,n. (2)

Az id6ben véltozatlan egyensulyi arak (p,, i =1, 2, ..., n) pedig olyanok, amelyek esetén
az egységnyi érték( tékebefektetésre minden tevékenység esetében azonos mértékd, n
megtérilés (kamat vagy profit) jut. Az ilyen arakat (voltaképpen, mint lathatjuk, csak &raré-
nyokat) az alabbi egyenletekkel definialhatjuk:

Plr  +F2e¢ +oeet+ 1M =(I+7)"(PI'Afy +f2' 72, + 101+ >
i=\2,..m. (2
A tevékenységszintek (xj), valamint egységnyi tevékenységszintre vonatkozo, allandonak
feltételezett kibocsatasi (k™ = Yyixf) és raforditdsi (H=  tX]) egyutthatok bevezetésével a
fenti Osszefuggések egyenértéklien atirhatok az alabbi szimmetrikus formakba (a két
Osszefiiggés formai szimmetridjat dualitdsnak nevezzik):

k-in -tlg2e2+... + =@+A) AT +r20R-t...H x,), i=i,2,...,n. (3)
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PlLah + PIK2] +—+ Pnk,: ={l + \{pA- A+ W+ . 1+Pn-mi), 1 = @

A felirt egyensulyi feltételekben nincs semmi olyan Uj kbzgazdasagi tartalom, ami a kdz-
gazdaszokndl kordbban mér meg nem jelent volna. Els6sorban az elemzés mddszertana
volt Uj, tobb szempontbdl is. igy példaul Neumann a termelési lehet6ségek abrazolasakor
feltette, hogy a technoldgia tartalmazza egyrészt az ikertermelés lehet6ségét (egy-egy tevé-
kenységgel egyidejlileg tobb terméket is el6 lehet allitani), masrészt technoldgiai valaszté-
kot (egy-egy terméket egyidejlleg tobb tevékenységgel is eld lehet allitani). Ez Gjdonsag
volt, mert - mint Iatni fogjuk - a korabeli modellek sokkal egyszerlibben &brdzoltak a gaz-
dasagi javakat és a technoldgiai lehetGségeket.

Neumann gondosan keriilte még a latszatat is annak, hogy modelljét a gazdasagot tel-
jeskor(en leird elméletként értelmezze. A modern arutermelés néhany kiemelt jelensége-
re (az &rutermelés ,korkdrdsségére”, a technoldgidk kozotti valasztas és az egyensulyi ar-
rendszerek meghatarozottsagara) dsszpontositja figyelmét. Az alkalmazott absztrakcidok
kapcsan érdemes idézni magat Neumannt:

,Hogy teljesen szabadon targyalhassuk (a fenti kérdéseket - a szerz6k), ide-
alizalni fogjuk a helyzet tobbi elemét... Ennek az idealizalasnak legnagyobb ré-
sze irrelevans, de ezt a kérdést itt nem targyaljuk” (160-161. 0.) - tette abszolut
vildgossa allaspontjat. Mashol (102. 0.): ,,minden tudomany igy indult, és a kdz-
gazdasagtan mint tudomany csak néhany széz éves”, vizsgalatanak targya pedig
olyannyira bonyolult és dsszetett, hogy ,,még igen sok kutatdsra van szilkségink,
hogy kifejlessziik a lényeges koncepcidkat - a valdban hasznalhatd eszméket”.

Mivel Neumann a gazdasagot jellemz6 raforditési és kibocsatasi egyltthatokat allanddk-
nak tekintette, ezért szembestlnie kellett egy probléméaval: nem varhato el ugyanis altala-
ban, tetsz6leges nem negativ egyutthatok mellett, hogy legyen olyan tevékenységi szerke-
zet, amely esetén a kibocsatasok és a raforditasok szerkezete egybeesik, és igy a (3) egyen-
I6ségek egyidejlileg teljesiilnek minden termék esetén. Hasonl6 a helyzet az egyensulyi
arakat meghatarozo (4) egyenletek tekintetében, amelyek a kiilénbdz6 tevékenységek ese-
tében a kibocsatasok és a raforditasok értékeének (a bevételeknek és a koltségeknek) azo-
nos aranyat feltételezik.

Neumann ezért lazitott az egyenl6ség! feltételeken, és helyettiik alkalmas iranyu gyen-
ge egyenl6tlenségeket vezetett be, amelyekkel megengedte, hogy egyensuly esetén is lehes-
senek olyan termékek, amelyek kinalata meghaladja keresletiiket:

ZiKij-Xj>"rij-Xi,  i=\2,...,n, (5/a)

illetve olyan tevékenységek, amelyek t6kemegtérulési ratdja nem éri el az egyensulyi arak
altal lehet6vé tett legnagyobb ratéat (n):

'ZiPikij<(l +n)'ZiPirij,  j=1,2,...,m. (6/a)

Ha viszont feltessziik, hogy egyes termékek tobbletkinalata nem okoz zavart a gazdasag-
ban (az un. ,,dijmentes lomtalanitas” feltevése), akkor nemcsak a lehetséges tevékenység-
szintek, de az arak esetében is el§ lehet irni, hogy csak nem negativ értékeket vehetnek fel
P, Pj > 0). Negativ ar ugyanis azt jelentené, hogy a termel6 hajland6 lenne fizetni azért,
hogy az el6allitott termékétdl megszabaduljon, amire dijmentes lomtalanitas lehet6sége
miatt nincs szliksége.
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A modell kézgazdasagi értelmezése ugyanakkor megkivanja, hogy a fenti feltételeket ki-
egészitsiik az alabbi megkotésekkel:

PitHjkijiXj=(1+ A)1Pi1 -Xj, i=l,2,...,n, (5/K)

azaz, az olyan termék ara, amelynek a kinalata egyensulyban is meghaladja a keresletét,
szlikségképpen nulla kell, hogy legyen (szabad joszag), illetve

— -=1,2,....m, (6/k)

az olyan tevékenységeket, amelyek t6kemegtérilési ratadja nem az adott arak mellett elér-
het6 lehet6 legnagyobb rata, azokat egyensulyban nem hasznaljak.

Ez a megoldas nem mas, mint a matematikai programozas, illetve a matematikai kdz-
gazdasagtan irodalmabdl ma mar jol ismert komplementaritasi elv alkalmazdsa. Ennek
szlikségességére egyebként a Walras-Cassel-modell kapesan - nagyjabol Neumann-nal egy
idében és téle fuggetlenil - masok is (példaul Zeuthen, 1933 és Schlesinger, 1935) felhiv-
tak a figyelmet, amelyre még kés6bb visszatériink. Mint latni fogjuk, Neumann egy olyan
feltevést alkalmazott, ami miatt ndla a komplementaritasi elv kovetelményei automatiku-
san teljesultek, ezért az (5/K) és a (6/k) egyenl6ségek nem jelennek meg modelljének vég-
s leirasaban.

Vegytk észre, hogy valahanyszor az (5/a), illetve a (6/a) egyenl&tlenségek teljesiiinek az
X, illetve ap, valtozdk valamely adott értéke mellett, akkor teljesuilni fognak akkor is, ha a
fenti valtozokat rendre megszorozzuk ugyanazzal a pozitiv szammal. Az egyensulyi feltéte-
lek tehat csak a valtozok aranyait hatarozzdk meg, a szintjuket nem. A trivialis, azaz az
olyan megoldasokat, amelyekben az Xj vagy ap, valtozok mindegyike nulla, eleve kizarjuk
a vizsgalatbol. Mindezek miatt az egyes valtozocsoportok szintjét tetsz6legesen megkot-
hetjik, feltehetjik példaul, Osszeguk 1, azaz

Szorozzuk be rendre az (5/a) és a (6/a) egyenlétlenségek mindkét oldalat a hozzajuk tar-
tozo6 p, és X (kiegészitd) valtozokkal, és adjuk dssze Gket kuldon-kulon a két egyenl6tlen-
ségcsoport esetében. A kapott két 6sszevont egyenl6tlenseégbdl egyszeri atalakitasok utan
az alabbi dsszefliggést kapjuk:

(1+A) SyP, X <'EijPitkjuiXj< (1+;r) P, " 1 @)

Ebbdl nyilvanvaldan adodik két fontos megfigyelés. Az egyik: ha az el6allitott dsszes ter-
mék értéke pozitiv, azaz EP" 1ky 1X >0, amit a kdzgazdasagi szempontbol értelmes meg-
oldasoktdl joggal elvarunk, akkor X =n, azaz egyensulyban a névekedési titem és a t6kemeg-
térilési rata sziikségképpen megegyezik egyméssal. (Ez az 6sszefliggés nyilvan csak akkor
allhat fenn, ha minden megtermelt tobbletet felhalmoznak a gazdasagban. Altalanosab-
ban: a ndvekedési ttem - ami itt nem mas, mint a felhalmozasi rata - nem lehet nagyobb,
mint a megtérilési rata, As 71) A masik lényeges kdvetkeztetés: ha A=  akkor automa-
tikusan teljesiilnek a komplementaritasi elv kovetelményei.

Neumann feltette, hogy k™ + >0 minden i ésj esetén, azaz minden termék megjelenik
minden tevékenységben vagy kibocsatasként, vagy raforditasként. Ez a csak matematikai
alapon védhetd feltevés (tegyiink a nullak helyébe igen kis pozitiv szamokat, mint Neu-
mann érvelt) nemcsak azt eredményezte, hogy az egyensulyi megoldasban az el6allitott
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Osszes termék értéke szikségképpen pozitiv, és ezért A* =n*, ami miatt viszont automati-
kusan teljestilnek a komplementaritasi feltételek, hanem azt is, hogy csak egy egyensulyi té-
nyez6 létezik.

A fenti kiegészit6 megjegyzések utan most mar megadhatjuk pontosan annak a modell-
nek a feltételeit, amely keretében Neumann Janos el6szor adott preciz bizonyitast az éalta-
lanos gazdasagi egyensuly létezésére:

KyXj>a- Y] fijiX], minden i-re (5/a)
minden;-re (6/a)

ahol kY, rjj>0 és k" +ry>Q.

Megjegyzések és altalanositasok

ben (mint maga is kiemeli a 165. oldal aljan) fontos szempont volt Neumann szémara.
A két tényezd kdzos egyensulyi értéke ugyanis egyik oldalrél nem mas, mint az adott terme-
Iési-felhasznalasi egyutthatok altal lehetévé tett legnagyobb ndvekedési rata, masik oldalrdl

*=maxjA:vanolyanx”> 0, ~  hogy A (1 + A rYijfijXj, mindeni-re},
n* =min[k:vanolyanp.>0,2,P,=1,hogy S, Pi* <{l +7i)Y.iPi >minden)-re}.

Ez egy fontos megfigyelés, mert ez kapcsolja 0ssze a ndvekedési modell egyensilyi meg-
oldasat a kétszemélyes jatékok egyensulyaval. Megjegyezziik még, hogy ha nem vezetiink
be olyan feltevést, amely szavatolja, hogy a fenti tényez6ket tekintve csak egy egyensulyi
megoldas létezik, akkor altalaban csak azt tudjuk igazolni, hogy A* is lehetséges megtéri-
Iési rata, azaz A* > 71*

2) A fentiekbdl egy Gjabb fontos megéllapitas kovetkezik. Definialjuk az F fliggvényt az

alabbi tortkifejezéssel:
,  H,IPi-kjjXj
F(x,p) = F(Xi,X2,..., x,; Pi,P2,--;P,,)--

ahoU”,p,.>0, T,jXj =HiPi =I, x=(""\X.,....X,,,) és p={p" Pj, m, P, )1

Egyszer(ien beldthatok az aldbbi megallapitasok: ha a Neumann-modellnek létezik
egyensulyi megoldasa, (a*, x*, p*), akkor az x valtozék x* szinten rogzitett értékei mellett
az F{\, p) fuggvény értéke a p* pontban minimalis, p* szinten rogzitett p értékek esetében
viszont az x* pontban maximalis (éspedig mindkét esetben a*) értéket vesz fel, azaz

F(x, p*) < F(x*, p*) < F(x* p),
minden ,p,>0, 2;Xj=2 ,p, =1 esetén.
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A Neumann-modell feltételei nem mésok, mint ennek a minimax, mas széval nyeregpon-
ti megoldasnak a szilkséges feltételei. Neumann tehat ugyanazt a minimax (nyeregpont)
megkdzelitést hasznalta most is, mint amelyet a kétszemélyes zérustsszeg( jatékok egyen-
stlyaval foglalkozé dolgozatéban alkalmazott. A minimax megoldas létezésének bizonyita-
sat itt tovabb altalanositotta. A kétszemélyes, zérusdsszeg(i jaték Kkifizet6fliggvénye -
amelyben az x és p valtozék elemei a tiszta stratégiak keverési aranyai - a fenti F{\, p)
fliggvény egy sajatos esete.

3) Egy tovabbi fontos megfigyelés a fentebb bevezetett F fliggvény kapcsan. Legyen a te-
vékenységszintek és az arak egy adott (x, p) értéke mellett a raforditasok értéke pozitiv. Az
F flggveny értéke ilyen esetben a profittényez6 nagysagat adja meg. Neumann ezért a fen-
ti flggvényt profitflggvénynek nevezte, s rdmutatott arra, hogy a profitfiiggvény formai
szempontbol analég a termodinamika potencialfliggvényeivel, és Ugy vélte: ,,...feltehet6,
hogy a hasonldsag fennall teljes fenomenoldgiai altalanossagaban...” (161. 0.).

A Kklasszikus termodinamika matematikai modszertana Hicks (1939) és Samuelson
(1947) alapvetd miivei nyoman a neoklasszikus kézgazdasagtan standard eszkdzévé valt.
Azo6ta is szamos kisérlet tortént a termodinamikai fogalmak k6zgazdasagtani alkalmazasa-
ra (lasd bévebben Brody, Martinas és Sajd, 1986, Brody, 1986). Neumann Janosnak kés6bb
az a véleménye erdsddott meg, mint mar jeleztik, hogy a kézgazdaszoknak a klasszikus fi-
zikabol atvett matematikai eszkdztarnal joval korszer(bb és adekvatabb matematikai maéd-
szereket kellene felhasznalniuk. Minden bizonnyal ez sarkallta a jatékelmélet altalanos el-
méletének kidolgozaséra.

4) Erdemes kdzelebbrdl is megvizsgalni a ndvekedési iitem és a kamatrata egybeesésének
feltételét. Neumann explicite feltette, hogy a szilkséges fogyasztason felill minden jovedel-
met megtakaritanak és visszaforgatnak a termelésbe. A ndvekedési és a kamattényez§
egyenlésége nala egyenesen kovetkezik ebbdl a feltevésb6l. Neumann ugyan kamatrél be-
szél, de vélhet6en Ggy gondolkozott, hogy egy ,.pénziigyi bonyodalmaktél mentes” gazda-
sagban az egyensulyi kamatlab megegyezik az egyensulyi arak &ltal lehet6vé tett legna-
gyobb profitrataval. Egy helytt ezt irja példaul: ,,...egyensulyi helyzetben semelyik eljaras
nem lehet nyereséges (maskulonben vagy az arak vagy a kamatlab ndvekedne - vilagos,
hogy ezt az absztrakcidt hogyan kell érteni)” (164. 0.). A nyereség az 6 értelmezéseben ka-
matkoltségen felll jelentkezd tobbletet jelentett.

A modell lehetséges interpretacioi megengedik, hogy a kamat helyett a klasszikus érte-
lemben vett profitrdl beszéljlnk, és a ndvekedési Utemet és aprofitratat elvalasszuk egymastol.
A termelés koltségeit meghatarozd raforditasi egyutthatdék () ugyanis, mint jeleztik,
nemcsak a termel6 raforditdsokat, hanem az Un. létszlikségleti fogyasztast is tartalmazzak.
Ha az utébbi koltségét, a klasszikus kdzgazdaszokhoz hasonldan, munkabérként értelmez-
zuk, akkor jzegyértelm(en megfeleltethet6 a profitratanak, a kapott egyensilyi arak pedig
kdzvetlen rokonsagba hozhatok a klasszikusok (mindenekel6tt Ricardo és Marx) altal
hasznalt, termelési arnak nevezett fogalommal.

Neumann modelljének fenti atértelmezése és egyszer( kibdvitése révén megmutatjuk,
hogy nem a ndvekedési Utem hatdrozza meg a profitratat, mint egyesek ezt feltételezték,
hanem forditva, a profitrata a potencialis névekedési Utemet. Profit keletkezhet ugyanis
akkor is, ha a gazdasag egyszer(i Ujratermelést folytat, azaz a névekedési Utem nulla. Ve-
zessik be a liausfogyasztas egyutthatoit (), és tekintsik tovabbra is adottnak a termelés
koltségeit meghatarozo réaforditasi egytthatokat ("fi. A felhasznalasi (~y +ffi és a rafordi-
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tasi () egyUtthatok most mar eltérnek egymastdl, és ennek megfeleléen megvaltoznak a
modell alapegyenl6tlenségei:

N+ AN + (5/b)
(6/a)

Normalis feltételek esetén a luxusfogyasztési egytthatok (y) ndvekedésével csokken a
novekedés Uteme, s lesz olyan értékik is, amelyek esetén A= 0, azaz a gazdasag Un. egysze-
ri Gjratermelést folytat. A luxusfogyasztési egyiitthatok névekedése ugyanakkor nem érinti
a profitrata nagysagat.

A modell fenti altalanositdsa megsziinteti annak szép, szimmetrikus dualitasat, és egyut-
tal nehezebbé teszi a modell matematikai elemzését is. A Neumann-modell ehhez hason-
16 aszimmetrikus Kiterjesztései matematikai szempontbol feltétleniil érdekes és izgalmas
feladatot jelentettek, és az 1970-es években tobb érdekes eredmény is sziiletett ezen a te-
rileten (Morishima 1964, Los etai, 1974).

5) Neumann, mint jeleztik, feltette, hogy ky+ >0 minden i ésj esetén, azaz minden
termék megjelenik minden tevékenységben vagy kibocsatasként, vagy réforditasként. Ez a
feltevés biztositotta, hogy létezik egyenstlyi megoldas, és csak egyetlen (k6zds) egyensulyi
tényezd létezik. Azt is jeleztiik, hogy a fenti feltevés nehezen védhet6 kozgazdasagi szem-
pontbol. Ezért is figyelemre mélt6 a Kémény, Morgenstem és Thompson (KMT) szerz6hér-
mas 1956-o0s tanulménya, amelyben egyrészt enyhitették ezt a feltevést, masrészt egy Neu-
mannéndl joval egyszer(ibb bizonyitast adtak az egyensuly Iétezésére (lasd Zalai, 2000). Itt
jegyezzilk meg, hogy Morgenstem és Thompson (1976) monografikus igénnyel megirt kony-
ve a Neumann-modell kiilonb6zé altalanositési lehet6ségeit mutatja be.

A viszonylag egyszer( és roppant kézenfekvé KMT-feltételek a kovetkezok:

k,j, r,j>0, és
2, ry>0minden)-re, azaz nincs kibocsatas raforditas nélkil,
> 0 minden i-re, azaz minden termék termelhetd.

Ezek a feltevések azonban nem zarjak ki, hogy a lehetséges matematikai megoldasok
kozott legyenek kdzgazdasagi szempontbdl teljesen érdektelen megoldasok is, nevezetesen
olyanok, amelyekben csak szabad javakat termelnek. Ezért a széba johetd megoldasok ko-
rét a

(8)
pozitiv érték( kibocsatas explicit kikdtésével eleve korlatoztak. Azt is megmutattak, hogy az
adott feltevések mellett a modellnek véges szamd megoldasa van (legfeljebb annyi, mint a
tevékenységek, illetve a termékek szama kozll a kisebbik), és ezekben az egyensulyi néve-
kedési litem és kamatlab nagysaga tovabbra is megegyezik egymassal.

Egy igen lényeges mozzanat, hogy a KMT-feltevések - szemben Neumann feltevésével
- megengedték, hogy a modellezett gazdasagban lehessenek a tobbi agazattol fliggetleniil
is mikddtethetd &gazatcsoportok (dekomponélhat6, 6nall6 részekre bonthatd gazdaség), és
ennek kovetkeztében, eltérd novekedési, illetve kamattényezdvel rendelkezd alternativ
egyensulyi allapotok is Iétezhessenek. Ezzel tehat a modell megoldasanak a névekedési.
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illetve kamattényez6 tekintetében vett unicitasa nincs garantalva. Kiterjedt irodalma kelet-
kezett a dekomponalhat6é (6nall6é részekre bonthatd) gazdasagok jellegzetességeivel fog-
lalkoz6 elemzéseknek, amelyek eleddig inkabb matematikai, mint kdzgazdasagi szempont-
bol bizonyultak érdekesnek. Nehezen lehet igazolni a maximalis ndvekedési ttemtdl elté-
ré alternativ megoldasok kozgazdasagi relevanciajat. Talan nem is véletlen, hogy Neu-
mann ezeket eleve kizarta. Gale [1960] ugyanakkor megmutatta, hogy a KMT-feltevések
mellett viszonylag egyszer(i elézetes (indekompozabilitasi) feltevésekkel szavatolni lehet,
hogy a modell egyensulyi megoldasai a ndévekedési, illetve kamattényez6 tekintetében to-
vabbra is egyértelmiien meghatarozottak legyenek.

6)  Neumann dolgozata nagyon keveset fed fel a modell lehetséges kdzgazdasagtani hat-
tere és rokonsaga tekintetében. Modellje sziikszavi kdzgazdaségi értelmezése kdzben Neu-
mann kissé taldnyosan csak annyit jegyzett meg: ,,Nyilvanvald, hogy milyen fajta elméleti
modelinek felelnek meg a fenti feltevések.” (162. 0.) Hogy ez mennyire nem nyilvanvalo,
azt csak a kés6bbi értelmezési vitdk igazoljak.

A kortérsak és a baratok visszaemlékezései is nagyon keveset fednek fel a modell lehet-
séges kozgazdaségtani inspiraciojardl. Kaldor (1989) ugy emlékezett, hogy Neumann egy
budapesti talalkozasuk alkalmébdl rovid, dsszefoglal6 jellegli kdzgazdasagi munkék irant
érdeklddott nala, és 6 Wicksell, Cassel és Bohm-Bawerk (a kor elismert osztrak és svéd
neoklasszikus kdzgazdaszai) mlveit ajanlotta figyelmébe. Ugyancsak Kaldor visszaemléke-
zése szerint, Neumann igen kritikusan nyilatkozott a neoklasszikusok modszertanarol,
mert az ,,tal nagy hangsulyt helyez a helyettesithetdsegre és tul keveset azokra az erékre,
amelyek kolcsonos feltételeket szabnak a ndvekedés szaméara” (uo. 162. 0.). Arrow (1989)
ugyanakkor hatarozottan azt allitja, hogy ,,nagyon vilagosnak latszik, hogy Cassel m(véb6l
indult ki” (uo. 17. 0.). L. Punzo (1989), a matematikai kdzgazdasagtan torténetének egyik
neves mivel6je viszont (gy gondolja, hogy a bécsi Menger-kdr (Schlesinger és Wald) kor-
nyékéen kell keresni a modell kdzvetlen kdzgazdasagi és mddszertani rokonsagat. Samuel-
son (1989) a neoklasszikus rokonsagot hangsullyozta, a jelen tanulmany egyik tarsszerzéje
{Zalai, 1999) megmutatta, hogy Neumann modellje sokkal kdzelebbi és kézvetlenebb kap-
csolatban van a klasszikus (benne a marxi) hagyomanyokkal, mint a modern neoklasszikus
irdnyzattal.

Neumann nem foglalkozott szisztematikusan a kdzgazdasagtannal, ezért nem valdszind,
hogy az 6 matematikusi és géniuszi magassagabdl egyaltalan feltlinhettek volna neki azok
az értelmezési nlidnszok, amelyek megkuldnboztetik egymastdl és szembeallitjak egymas-
sal a gazdasagi rendszer eltérd szemlélet(i (példaul klasszikus, neoklasszikus, marxista,
neoricardianus, Uj klasszikus stb.) iranyzatait.

A bécsi (Kari) Menger-korrel tartott szoros kapcsolata, illetve németorszagi munkassa-
ga mindenesetre azt valdszindsiti, hogy Neumann els6sorban a német nyelvi{ irodalomban
talalhatta meg a kétszemélyes, zérusdsszegl jatékok egyensulyanak bizonyitasa soran mar
hasznalt modell kdzgazdasagi interpretacidjat, akar kozvetlenil (olvasmanyain keresztil),
akér kdzvetve (szemindriumokon, beszélgetéseken keresztil). Neumann valészindleg fon-
tosabbnak is tartotta magat a mddszertant, mint a kdzgazdasagi interpretaciot. (Ne feled-
juk el, hogy a Hilbert-i program szellemében, amelynek az 1920-as években Neumann még
az egyik kiemelkedd kovet6je volt, a minél szélesebb kor( interpretacios lehet6ség csak
noveli egy matematikai ,,metamodell” értékét.) Adva volt szdméara egy matematikai mo-
dell, amely mar bevalt egy egyensulyi probléma elemzésében, s ehhez talélt egy lehetséges
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kdzgazdasagi interpretacidt. Ezt jelzi a dolgozat eredeti német nyelv(i cime is, amelyben az
.20y gazdasagi egyenletrendszer’ mellett egyenranglan jelenik meg ,,a Brouwer-féle fixpont-
tétel egy altalanositasa’ utalas.

A Neumann-modell kbzgazdasagi értelmezése koril folyo vitdban az eddig felhozott ér-
vek és bizonyitékok nem bizonyultak perdéntéknek. A Neumann-modell kdzgazdasagi
hattere kérdésének az eldontését megneheziti, hogy a modellben szerepld egyensulyi
Osszefliggések olyannyira altalanosak, hogy azok szinte barmelyik elméleti féaramba bele-
illenek. A modell egyensulyi 6sszefliggései és a kiegészité magyardzatok ugyanis nem fedik
fel, vajon Neumann elképzelése szerint milyen erék, milyen mechanizmusok idézhetnék
egyaltalan el egy gazdasag egyensulyi allapotat. A modell nyugodtan railleszthet6 lenne
akar egy kisarutermeld (,,népi kapitalista”), akar egy klasszikus t6kés arutermel, akar egy
kollektiv iranyitast (,,piaci szocialista”) gazdasagra. Neumann modellje ugyanis egy na-
gyon régi és a kdzgazdasagi gondolkodasban igen mélyen gyokerez6 ideanak az absztrakt
matematikai metafordja. Ez pedig nem mas, mint a tisztességes és értelmes moédon miik6dd
&rugazdasag idedlja.

Ez az ideél a racionalis munkamegosztas és a piaci arucsere elve alapjan mdkodé aru-
termeld gazdasag elvont modellje. Ebben a gazdasagban az egyes gazdasagi folyamatokat
egymastol elkiloniilt egyének ésivagy kollektivak m(ikddtetik, akik &ruikat a piacon cseré-
lik el egyméssal, éspedig olyan intézményrendszer és mechanizmusok keretei kdzott, ame-
lyek biztositjak az érdekek harmoniajat és a gazdasag hatékonysagat. A termelés naturalis
feltételeit illetéen, egy értelmes gazdasagban elvarhatd, hogy az egyes anyagi 4gak terme-
Iése egymassal 6sszhangban, ardnyosan (ha nem is feltétlentil egyenletesen), és minél gyor-
sabb Gtemben boéviiljon. A tisztességes és értelmes gazdasag arainak (csereértékeinek) pe-
dig - hosszabb tav atlagaban - olyannak kell lennilk, amelyek fedezik az elhasznélt terme-
Iési eszk6zOk potlasat, az aruk elballitdsaban részt vevok tisztes megélhetését, tovabba az
utédjaik magasabb szint( életfeltételeit megteremtd felhalmozés forrdsat is. Neumann
egyensulyi arai pontosan megfelelnek ennek az elvnek: minden mikodtetett tevékenység
esetén éppen biztositjak a potlas és az aranyos bévités fedezetét.

3. A Neumann-modell és az altaldnos gazdasagi
egyensuly korai modelljei

Az eldz8 rész zard gondolatait folytatva réviden* attekintjuk a gazdasagi egyensuly fo-
galmanak kialakulasahoz vezet6 fontosabb fejleményeket, amelyek alapjan majd dsszevet-
hetjiik Neumann modelljét az el6dok, (l. kortarsak hasonlé jellegl elméleti konstrukcidi-
val. A gazdasagi egyensuly fogalma alapvet6en a felvilagosodas korabeli klasszikus kdzgaz-
dészoktdl ered, akik a hosszabb tdvon harmonidt, stabilitast teremt6 és hatékonysagra

" A téma elmélettorténeti vonatkozasai irant érdekl6d6 olvasok figyelmébe ajanljuk mindenek-
el6tt a kdvetkezd mliveket: Ekelund and Hébert (1997), Ingrao and Israel (1990), Matyas Antal (1992),
Weintraub (1985) és Zalai (2000, kiil. 1. fej.).
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kényszeritd természeti torvények analdgidjat a mindenhatd szabad piac (,,a lathatatlan kéz”
- A. Smith) egyensulyt teremt6 viziojaban talaltdk meg. Mdveikben sokoldaltan, a legki-
16nb6z8&bb analdgiadkkal (mintha ...) és a lIényegre Osszpontositd absztrakciokkal igyekez-
tek megvilagitani az akkor Kiteljesedd és kifejléd6 piacgazdasag miikddésének torvénysze-
rlségeit. A kdzgazdasagi elméletiiket azonban nem prébaltdk meg formalis modellekbe
Ontve elemezni, kiléndsen nem egyetlen atfogd modellbe. Marx maga is atvette, és sok te-
kintetben tovabbfejlesztette az el6dok egyensulyelméletét. Arrow (1974) a Nobel-dij atvé-
telekor tartott el6adasaban kifejezetten kiemelte Marxot, mint aki az el6d6knél jelentsen
kdzelebb jutott az egyensulyelmélet modern modelljeihez.

A 19. sz. végén tevékenyked6 korai neoklasszikus kdzgazdaszok {Walras, Jevons, Mar-
shall, C. Menger, Bohm-Bawerk, Wieser, Wicksell stb.) szdméra a piac Kiterjedt miikddése
mar adottsag volt. Tobbségik erds természettudomanyos képzést és szemléletet kapott,
ezért is batrabban nyultak a matematikai modellekhez, mint el6deik. Megjelentek az alta-
l&nos gazdasagi egyensuly els6 matematikai modelljei, az egyensulyi allapotot jellemz6
egyenletrendszerek formajaban. Coumot (1838), aki a részpiaci egyensuly vizsgalatara elsé-
ként vette igénybe a korabeli fizika matematikai apparatusat, maga is tisztaban volt azzal,
hogy az egyes piacok egyensulya csak része az altalanos egyensulynak. Ennek ellenére nem
tartotta érdemesnek és id6szer(inek egy altalanos egyensulyt definial6 matematikai rendszer
felirasat, mert, mint irta, ,,...az egész rendszer figyelembevétele... meghaladna a matemati-
kai elemzés és a gyakorlati szamitasi modszerek lehet6ségeit (erejét), még akkor is, ha a (mo-
dell) minden konstans paraméteréhez szamszer(i értéket tudnank rendelni” (uo. 127. o).

Tehét nem a svéjci Walras ,taldlta fel” az altalanos egyensulyelméletet, még csak annak
matematikai modelljét sem, mégis joggal 6t tartjak a modern altaldnos egyensulyelmélet
atyjanak. Walras volt ugyanis az els6, aki elszakadt az empiriatol, és a tiszta tudoméany szel-
lemében a kdzgazdasagtant is absztrakt, deduktiv elméletként kezelte. Alapveté mivének
kilonbozd (1874, 1877) kiadasaiban, Walras tobb véltozatban is megfogalmazta az altala-
nos egyensuly matematikai modelljét. A tiszta cseregazdasag modelljével kezdte, és csak
kés6bb kapcsolta be a termelést az egyensily elemzésébe, és még késébb a tékejavakat.
Csak a felesleges bonyodalmakat kivanta elkertlni akkor is, amikor konstans fajlagos ra-
forditési egyutthatokat feltételezve irta fel és elemezte az egyensuly matematikai modell-
jeit. Az altalanos egyensuly korai modelljeinek bemutatasat mégsem Walras munkajaval
kezdjik, hanem az un. Walras-Cassel-modellel, amely hatasat tekintve a kés6bbiekben tobb
szempontbol is jelent6sebbnek bizonyult.

A Walras-Cassel-modell és annak Schlesinger-Wald-féle
véltozata

A ma neoklasszikus kdzgazdasigtannak nevezett aramlat kialakuldsaban fontos szere-
pet jatszott a 19. szazad végi osztrak kdzgazdasagi iskola. A gazdasagi javakat, Carl Menger j
(1871) nyoman, a végtermékek és a termelési tényez6k csoportjaba soroltdk. A végtermékek |
egyensulyi arait (p,), feltevésik szerint, a fogyasztok értékitélete (a hatdrhasznok aranyai)
hatdrozzék meg, a termelési tényez6k egyensulyi arai (W) pedig elvben levezethet6k
(visszaszamithatok) a fenti arak és a termelési tényez6k végtermékekre vonatkoztatott r&
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fordit&si ardnyainak (c\) az ismeretében. Ez az un. teljes beszdmitas (Zurechnung, imputa-
tion) elve, amely tehat egy

10, +¥2:C,+..H 1C,=P;, =12 )

egyenletrendszerként irhaté fel, ahol n a végtermékek, m a termelési tényez6k szdma.

Egy bécsi tudomanyos kor tagjai (akiknek a szeminariumait latogatta egy magyar szar-
mazdsi mikedvel§ koézgazdasz, Schlesinger Karoly is) felismerték, hogy a fenti
armeghatarozasi elv matematikai szempontbdl egy egyaltalan nem trivialis problémat rejt
magaban. Mi biztositja ugyanis, hogy a felirt egyenletrendszer reguléris lesz (n =m), vagyis
a termelési tényez6k szdma megegyezik a végtermékekével, és ha még pontosan annyi is
lenne, mi garantalja, hogy a kapott egyenletrendszernek van nem negativ megoldéasa?

Ennek a problémanak az elemzése keltette fel a bécsiek érdeklédését egy sved kdzgaz-
dasz, Cassel (1918) altalanos egyensulyelméleti modellje irant. Mivel ez a modell bizonyos
tekintetben Walras modelljének egy leegyszer(sitett valtozataként értelmezhetd (bar koz-
vetlen kapcsolat nem mutathat6 ki a szerz6k kézott), az irodalomban gyakran Walras-Cas-
sel-modellként utalnak ra. Cassel az arbeszamitasi (9) képletét kiegészitette a termelési té-
nyez6k keresleti-kinalati egyenl@ségével:

Ckl-yi +C,2y2 +—+Ckn-yn"Sk* A= 2, M (10)

aholy, =y, (Pi,P->11"Pn)  f-edik termék keresleti figgvénye, ak-adik termelési ténye-
z06 rogzitett mennyiségl kinalata. (A keresleti fliggvények kapcsan felt{ing, hogy nem jele-
nik meg benne a jovedelem, amely a modellben csak a termelési tényezdk értékesitésébél
szarmazhat. Ennek oka az, hogy Cassel ajovedelmet tekintette armércének, és ebbdl kovet-
kez6en annak szintjét rogzitettnek.)

A Walras-Cassel-modell feltételeit tehat a (9) és a (10) egyenletek, valamint a keresleti
fuggvények alkottak. A fenti modell feltételei egy olyan egyenletrendszer formajat oltotték,
amelyben a valtozok és az egyenletek szdma (n + m) megegyezik egymassal (regularis egyen-
letrendszer), s ez lehet6vé tette, hogy Cassel éljen a koraban divatos egyenletszamlalas maod-
szerével. Mi tobb, Cassel modellje - kdzvetlen helyettesitések és kiiktatdsok révén - egy

dk(WAWi,....w,A) =Sk, k=f,2,...,m

alakl egyenletrendszerre redukalhat6, amely mar csak a sz(ikds termelési tényez6k keres-
letét (d/j) és kinalatat (¢/j) tartalmazza. A redukalt egyenletrendszer is reguléris, s erre ala-
pozva Cassel igazoltnak tekintette modellje logikai konzisztencidjat.

A késbbbiek szempontjabdl is hangsulyoznunk kell, hogy Cassel aztfeltételezte, hogy mo-
dellje egy hosszabb id&szak ex post megfigyelésén nyugszik, és ezért eleve csak a ténylege-
sen sz(ikds, tehat azokat a termelési tényezdket tartalmazza, amelyek ara pozitiv. Az egyen-
letrendszer becsult paramétereinek tehat olyanoknak kell lennilik, amelyek mellett annak
létezik pozitiv megoldasa, éspedig a termelési tényez6k megfigyelt atlagos (egyensulyi)
arai, amelyek korll az értékik ingadozik. Azt a kérdést azonban mar nem vizsgalta meg,
hogy mi lesz akkor, ha megvaltozik a termelési tényezék kindlata. Vajon lesz-e még az
egyenletrendszernek pozitiv vagy egyaltalan barmilyen megoldasa?

A bécsi kor tagjai Ugy gondoltak, hogy ,,Cassel okos 6tlete” (Punzo, 1989), az arakat de-
finialé egyenletrendszer regularissa tétele, szolgaltatja az altaluk vizsgalt (9) arbeszamitasi
probléma megoldasat. Igen &m, de Schlesinger, az osztrak iskola megkdzelitésének megfe-
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lel6en (s részben azért, mert nem tudtdk megfelel6en értelmezni a Cassel altal alkalmazott
keresleti fliggvényt), un. inverz keresleti rendszert alkalmazott, ahol az arak a fligg6 és a ke-
resletek a fliggetlen valtozok:/> =p,(yi,”." «=»>«)» EbbEI kifolyolag a termékek arai helyett
azok végs6 fogyasztasa lett modelljlk valtozdja. Ennek a latszolag artalmatlan, formai mé-
dositasnak lényeges tartalmi és mddszertani kdvetkezményei lettek. A Walras-Cassel-
modell Schlesinger-féle alakja ugyanis mar nem volt redukalhaté a Cassel altal kdvetett
maodon. A végtermékek arosszefliggése (behelyettesitve az inverz keresleti fliggvényeket)
és a termelési tényezOk kereslet-kinalati dsszefliggése lett a modell redukalt formaja:

Wieq, +wWjiIC, + W, c,.=p,(Fi, y", ..., V..), i=l, 2 n, (9/a)

Ckiyi +Ck2yi +- +Cir-y, =s",  k-i,2,...,m. (10)

A modositott modell ugyan szintén egy reguléris egyenletrendszer formajat 6ltotte, de
az mégsem oldotta meg a bécsiek dilemmajat. Tekintstk ugyanis az eréforras-elosztasi fel-
tételeket, azaz a (10) osszefliggést kielégit6 lehetseges (yi,y->mm>yn) termelési struktirakat.
Helyettesitsiik be ezeket rendre a (9/a) egyenletrendszerben a keresleti fliggvényekbe. A
termelési tényez6k &rait meghatarozé (9/a) egyenletrendszer tovéabbra is alul- vagy tulde-
terminalt lehet, ugyanigy, mint az eredeti arbeszamitasi egyenletrendszer, hacsak a termé-
kek és a termelési tényez6k szdma meg nem egyezik egymassal.

»Cassel okos Otlete” tehat nem segitett a bécsieknek az arbeszamitasi probléma megol-
déséban. Schlesinger (1935) végill szintén a komplementaritasi elvet alkalmazta annak érde-
kében, hogy az egyensulyt definial6 egyenletrendszer irregularis formajabol adédoé problé-
mat megoldja. Nevezetesen, az egyenletek helyett egyenl6tlenségeket vezetett be:

k=l 2 m. (10/a)

azzal a kiegészitéssel, hogy az olyan termelési tényezdk ara, amelyeknek a korlatja az
egyenl6tlenség-rendszer megoldasaban nem merdl ki teljesen, szlikségképpen nulla lesz. A
(9/a) és a (10/a) Osszefliggésekkel adott statikus modell egyensulyanak létezését az akkor
Bécsben €16 Wald Abraham (1935) bizonyitotta be. Wald tehat Neumann-nal egy idében,
és téle minden jel szerint figgetlendl, szintén az els6k kozott adott egzakt bizonyitast az al-
talanos egyensuly létezésére.

Vegyuk észre, hogy Schlesinger és Wald a komplementaritasi feltevést - Neumann meg-
oldasatol eltér6en - aszimmetrikusan alkalmaztak. Az egyensulyi arakat jellemzd (9/a) fel-
tételek tovabbra is egyenl6ségek maradtak, tehat eleve feltették, hogy minden tevékenysé-
get alkalmazni fognak az egyenstlyban. Ennek matematikai elégséges feltételeként Wald
feltette, hogy a keresleti fliggvény értéke (az adott termék ara) végtelenbe tart, valahany-
szor az adott termék mennyisége nullahoz tart (minden termékre szilkség van a végs6 fo-
gyasztasban). Vegyuk észre azt is, hogy Schlesinger és Wald a fenti megoldéssal Cassel ex
pojijellegld modelljét egy ex ante szemlélet(i modellé alakitotta 4t. Nem lehet ugyanis el6-
re megmondani, mely termelési tényezdk lesznek sz(ikdsek. Mindez a modell paramétere-
it6l fugg. Ebben a tekintetben a Neumann-modell és a Cassel-modell Schlesinger- Wald-
féle valtozata igen kozel &ll egyméashoz.
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Cassel stacionarius ndvekedési modellje

Cassel a statikus modell ismertetése mellett felvazolta egy tébbid6szakos, aranyosan bé-
vil6 gazdasadg modelljét is. Cassel azonban Neumanntdl teljesen eltéré modon értelmezte
az aranyosan boévulé, egyensulyi gazdasag feltételeit. Cassel feltevése szerint, a termékeket
kdzvetlenill az els6dleges er6forrasokbol allitjak el6, ezért a termelés szintjét és annak id6-
beli névekedését kizardlag csak az elsddleges eréforrasok mennyisége korlatozza. Ez utéb-
biak ndvekedési litemét Cassel kiils6 (gazdasagon kivili) adottsagként kezeli, és felteszi,
hogy egyes komponenseik, az egyik idészakrél a masikra, azonos ttemben (a tényez6vel)
béviilnek.

Véltozatlan technoldgiat és araranyokat, és ebbél kdvetkezden véltozatlan veégsé fo-
gyasztési szerkezetet feltételezve, a termelés és a fogyasztas, illetve a termel6felhasznélas
minden komponense ugyanabban a kulséleg meghatirozott temben novekedhet. Az
egyenletes ndvekedés kdvetkeztében a termelési tényez6k kereslet-kinalati egyenlGségé-
nek mindkét oldalat ugyanazzal a (pozitiv) novekedési tényez6vel kell beszorozni, ezért -
a statikusrol a stacioner modellre vald attérés soran - az egyensuly (10) feltétele valtozat-
lan marad.

A termelés és a termékek felhasznalasa kézott Cassel is egyéves késleltetést feltételez, és
ennek kovetkeztében a koltségek felmeriilése és a jovedelem realizalasa kozott is egyéves
eltérés jelentkezik. Emiatt a jovedelmeknek a koltségeken felil kamatot is tartalmazniuk
kell. Az &rakat meghatarozé (9) dsszefiiggésben a koltségeket tehat be kell szorozni a ka-
mattényez6vel. (Ez lesz végsd soron az egyetlen valtozas a statikus modell 6sszefliggései-
hez képest.) A jovedelmek és kiadasok masodik id6szakra feltételezett egyenl6sége miatt
viszont a kamattényezének meg kell egyeznie az egzogén a novekedési tényezdvel.

Az ardnyos egyensulyi ndvekedés matematikai feltételei tehat pusztan az aregyenlet
konstans a tényezGjével térnek el a statikus modell feltételeitol:

a{w, Qu+W2-Cr+- .+ y=po (=1, 2 ..,n

AR W +022+—+Ckyn =Sk, k=\,1,.., m.

ahol yi =yi(pi, P., Pa<<inint korabban.

A tékejavak Walras altalanos egyensulyi modelljében

Cassel és Neumann modellje, mint lathatjuk, inkdbb egymas komplementere, semmint
ugyanazon modell alternativ valtozatai. Késébb majd megmutatjuk, hogy Cassel modelljét
at lehet alakitani ugy, hogy a sz(ikds termelési tényezdk kozott elkildnitetten megjelenje-
nek a felhalmozott t6kejavak, mint Neumann modelljében. Miel6tt azonban erre Kitér-
nénk, érdemes felidézni Walrast, aki ezt egyik modelljében maga is megtette mar. Nézzik
meg, hogyan illesztette be Walras a t6kejavakat 4ltalanos egyensulyelméleti modelljébe.

Walras feltette, hogy a gazdasagi javak harom nagy csoportba sorolhatok: az adott idé-
szakban termelt végtermékek (koztlk t6kejavak), a kordbbi idészakokban termelt, azonos
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jellegl felhalmozott tékejavak és az els6dleges (nem termelhet6) eréforrasok csoportjaba.
Legyeny, az t-edik termék személyes végsd fogyasztasa, z, ugyanennek felhalmozésra for-
ditott mennyisége. Jeldlje k, az i-edik termék t6keként felhalmozott készletét (a t6kék ki-
nalatat), 5*pedig a k-adik egyéb termelési tényezd kinalatat. Jel6ljik hy-vel a fajlagos tOke-
lekotési igényeket, cy-vel az egyéb termelési tényez6k raforditasi egyutthatoit. Tovabba, le-
gyen Pj az i-edik termék ara,  a k-adik egyéb termelési tényez6 ara (bérleti dija), az
i-edik termék mint t6kejdszag fajlagos bérleti dija (koltsége).

Csak az utobbi valtozo értelmezése szorul némi magyarazatra. Feltevésiink szerint a ter-
mékek ara fliggetlen attél, hogy elfogyasztjak vagy t6keként felhalmozzak Oket, az aruk
mindkét esetben ugyanakkora (p,). Ugyanakkor a t6kejavak koltségét az amortizacio és net-
to megtérilés 6sszegére lehet felbontani (Walras emellett figyelembe veszi még a tékejavak
biztositasi koltségeit is, amelyekt6l itt eltekintlink). A t6kejavak koltségét tehat a

Jd=fi+nN-pr i=(,2,....n (11)

egyenletekkel hatarozhatjuk meg, ahol  az i-edik t6kejoszag nettd megtérilési rétdja, r-pe-
dig az (egységnyi értékére vonatkoztatott) amortizacios rataja.

Fogalmazzuk most meg az altaldnos egyensuly feltételeit az igy kapott modellben.

A) atermékek és termelési tényezOk keresletének és kindlatanak egyensulyi feltételei:

v,(Pi, P., ..., p;wi, =, ..., H',)) +z.= X, i=1,2 .., n, (12)
ki Xi+Cr22+—+"n-"n=h(Pi’PI’---"Pn> W, ..wj, k=I2,...,m; (13)

B) egy- vagy tobbidszakos beruhazasi késleltetést feltételezve a t6kejavak keresleté-
nek és (konstans) kinalatanak egyensulyi feltétele:

o F + 4+ =k, i=l, 2 ..,« (14)
C) az egyensulyi arrendszert jellemz6 6sszefliggés:
gebNi +g2b2, + ... +,,b,,i +W* di+W2 C. + + =Pi, i=l,2 (15)

aholy,(-) az i-edik termék fogyasztGi keresleti fiiggvénye, és s*f-) a k-adik termelési ténye-
z6 kindlati fuggvenye. (A termékek fogyasztéi keresleti fuggvényeiben a termelési ténye-
z0k arai a keletkez6 jovedelmek magyardzé valtozéi.)

Az eddig felirt, négy csoportba sorolt (12)-(15) egyenletrendszerben a valtozdk
(%, z,,p,, 0,, Wfj szdma 4n + m, az egyenletek szdma pedig 3n -f m. Az egyenletrendszer te-
hat még nem meghatarozott (aluldeterminalt), és szabadsagi foka n. Ugyanakkor még
nincs olyan dsszefiiggés, amelyik meghatérozna a beruhédzasi keresletet, illetve el6irné a
kilonboz6 tékejavak nettdé megtériilési ratdinak egyenl6ségét, amit hosszu tavu egyensuly
esetén elvarunk. A fennmarad6 n szabadsagi fok megsziintetésére tehat két lehetéség ki-
nalkozik: vagy a beruhdazési keresletet, vagy a t6kemegtérilési ratdk azonossagat adjuk
meg tovabbi n darab (egymast potencialisan kizaro) feltétel bevezetésével.

Walras is jol tudta, hogy az egyes t6kejavak megtérilési ratai csak akkor lesznek egyfor-
mak, ha a beruhézasi dontések olyanok, amelyek nyoman a felhalmozott t6kejavak szerke-
zete az egyensuly kovetelményeinek megfelel6en alakul. Ha el6irja az egységes tbkemeg-
hanem a t6bbi valtozora tett kikotések altal, mintegy visszamaradd (rezidualis) mddon kap
értéket a modellben. Ha viszont bevezet egy beruhazasi keresleti fliggvényt, akkor semmi



Neumann Janos hozzajarulasa a jatékelmélethez és a matematikai kézgazdasagtanhoz 123

sem garantalja azt, hogy t6kemegtérilési ratak kiegyenlitédnek (az egyes idészakokban a
felhalmozott t6kejavak szerkezete megfelel az egyensuly kovetkezd idészaki kdvetelmé-
nyének). Walras a statikus (id6tlen) modellje lezardsanak dilemmajat a t6kemegtériilési
ratdk egyenl6ségének, a hosszl tavu egyensuly feltételének bevezetésével hidalta 4t A t6-
kekdltséget meghatarozd (11) egyenlet alapjan ez a megoldas az alabbi

d={+7) p,, i=,2 n, @)

n darab egyenlet egyensulyi feltételként val6 elfogadasat jelenti.

Az altalanos egyensulyi profitrata (n) bevezetésével azonban egy Ujabb valtozd kerilt a
modellbe, ami miatt a modellnek tovabbra is maradt még egy szabadsagfoka. Ha azonban
feltesszlik, hogy a keresleti és a kinalati fliggveények csak az arak aranyaitol fliggenek, a
szintjuktdl nem (az arakban nulladfokon homogén fliggvények), akkor a fennmarad6 sza-
badsagfokot az arszint megkotésével megszintethetjuk. Ezt tette Walras.

Térjink még réviden vissza a beruhdzasok kérdésére. A beruhdzasok teljes volumene
nyilvan nem alakulhat tetszés szerint, egyensulyban kell lennie a megtakaritdsokkal. A
megtakaritasok és a beruhdzasok globalis egyensulyanak feltételét azonban nem kell kiilon
el6irni, mivel - mint azt kénnyen ellenérizhetjiik - a modell egyenletei biztositjak ennek
teljesulését. Walras elképzelése szerint tehat az 6sszberuhazas szintje igazodik a megtaka-
ritasokhoz. Ugy gondolta, hogy rovid tavon lehet egyensulytalansag a tkejavak piacan, és
az eltér6 t6kemegtérilési ratdkat eredményezhet. Hosszl tdvon azonban az &gazati beru-
hé&zasok igazodasi folyamata (a nagyobb megtérilési ratat eredményezd javakbol viszony-
lag tobbet halmoznak fel, és forditva) a megtérilési ratdk kiegyenlitddéséhez vezet. Stati-
kus modelljében voltaképpen ezt a két feltevést 6tvozte implicit modon.

A fentiekbdl is lathatd, hogy a téke kezelése tekintetében Walras még nem volt annyira
neoklasszikus, mint az osztrak iskola képvisel6i vagy akar Cassel. A vazolt modelljében a
tékék maguk is termékek, a t6kék arai maguk is a modell valtozoi, és a tékemegtérilési ra-
tdk kiegyenlit6dése, ugyanugy az egyensuly feltétele, mint Neumann modelljében. A
klasszikus egyensulyi profitrata tehat sziikségképpen megjelenik az egyensulyi arakat meg-
hatarozé Osszefliggésekben, ha figyelembe vesszik (itt a beruhdzasokon keresztiil) a ter-
melés korkords voltat és hosszu tava egyensulyt feltételeziink.

A termelés korkdrossége és Leontief altalanos
egyensulyi modellje

A termelés kdrkordssége azonban nemcsak a beruhdzasokon, de a foly6 termeld felhasz-
nalason keresztul is megnyilvanul. A véazolt altalanos egyensalyi modellek ebbdl a szem-
pontbdl merében eltérnek Neumann modelljét6l. Walras, Cassel és nyomdokaikon
Schlesinger és Wald eltekintettek az egyes termékek termeld (kdzbensd) felhasznalasatol,
amely az 6sszes keresletiik tetemes részét teszi ki a modern gazdasdgokban. Abrézolasuk-

AAmiért azutan Keynes meg is birdlta kés6bb Walrast, egyszersmind ramutatva arra, hogy a be-
ruhazasok nem megfelel alakuldsa nemcsak eltérd profitratakhoz vezet altalaban, de elégtelen szin-
tl effektiv keresletet és az er6forrasok részleges kihasznélasét is eredményezheti.
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ban ugyanis a termeékek tisztan végtermékekként tlinnek fel, igy anyagkdltségek sem jelen-
nek meg a termékek arainak meghatarozasaban. Mintha azt feltételezték volna, hogy a ter-
meldk kozott ugyanolyan problémamentesen megy végbe a termékek elosztasa, mint egy
jol szervezett nagyvallalat keretében.

Ezt a hidnyossagot egyszer(ien korrigalhatjuk. Tartsuk meg az el6z6kben targyalt Wal-
ras-modell jel6léseit, és vezessik be az  raforditasi egyutthatdt az i-edik termékbél a
7-edik termék elBallitdsdhoz szilkséges fajlagos raforditas (kozbens6 felhasznalés) jel6lé-
sere.

Ennek nyoman a termékek és termelési tenyezdk keresletének és kindlatanak egyensu-
lyi 6sszefliggései a

+ + + + Pn)+7Ni=ri’  I=h 2 .., H (12/a)
az egyensulyi arrendszert jellemz6 6sszefuiggések pedig
Pl1% + "21(2 + + 726D + ot +
Hi d+W C,+..-hw,, c,,.=E. i=1,2 ..,n (15/a)

format oltik. A tobbi feltétel valtozatlan marad.

A termékek termeld felhasznélasanak a figyelembevétele azonban megvaltoztatja a ter-
melés (X") és a termékar (p,) korabbi jelentésének tartalmat, ezért is vezettiink be Uj jeldlé-
seket (Xj és P,). A termékek kibocsatasa (A,) most mar nemcsak a végsd (nettd) kibocsa-
tast, hanem ateljes (bruttd) termelést jelenti. Hasonloképpen, a termék ara (Pj) nem egysze-
rlien a tke és az els6dleges er6forrasok koltsége (jovedelme), hanem tartalmazza afel-
hasznélt anyagok koltségét is. (Mai terminoldgiaval élve: a hozzaadott érték a munka, a té-
ke és az egyéb kiils6 er6forrasok koltsége, az ar pedig az anyagkdltség és a hozzaadott ér-
ték dsszege.)

A (12/a), (13), (14), (15/a), (16) egyenletrendszer pedig, tartalmat tekintve, nem mas,
mint a Nobel-dijas Leontief (1928, 1941), nagyjabol Neumann Janossal egy id6ben kifej-
lesztett, input-output modelljének a feltételrendszere. Leontief kifejezetten gyakorlati al-
kalmazasok céljara dolgozta ki a modszerét, ezért Walrasnal egyszeriibb feltevésekkel élt.
igy példaul, Neumannhoz hasonléan, a végsé felhasznalds meghatarozasanéal nem hasznalt
keresleti fuggvényeket, és 6 is eltekintett a kiils6 eréforrasok (munka, téke és természeti
er6forrdsok) potencidlis korlatos voltatol. Nala ezért nem jelentek meg a (13) és a (14)
egyenletek. A végsO kereslet nagysagat és a kils6 er6forrdsok arat pedig, ennek ellensu-
lyozasaképpen, egzogén valtozokként kezelte. Emiatt elmaradtak a (16) egyenletek is.
Mindezek kovetkeztében Leontief modellje az alabbi két linearis egyenletrendszerre egy-
szer(isodik:

A) atermékek keresletének és kindlatanak (naturdlis) egyensulyi feltételei:

IAj+a2e22+ o + +Fi+ 2, ..., N (12/b)
B) atermékek arainak (ertékbeli) egyensilyi feltételei:
Pi-ai, -i-F2 @ + —+ "~ «m+N=-P" =1, 2, .., n, (15/b)

ahol /i, a kils6 er6forrasok fajlagos koltsége, a fajlagos hozzaadott érték (ap, valtozé Wal-
ras modelljében). Mint lathatjuk, a kapott input-output modellben meg is szlinik minden
kapcsolat a naturalis és az értékbeli valtozdk, illetve egyensulyi feltételek kdzott.
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Maga a végso kibocsatas - definicio szerint - a teljes termelés és a termeld felhasznalas
kilénbsége, és egyensuly esetén ez megegyezik a végsdfelhasznalassal:

XN= - (@i Xy+0. X.+...+a,f) =y, +z, i=1 2, n.

Normalis koérulmények kozott - ha az ay raforditasi egyutthatokkal jellemzett Leontief-ti-
pusu termeld rendszer produktiv (b6vebben lasd Zalai, 2000) - a fenti egyenletrendszer atren-
dezhet6, és kifejezhetjik bel6le az” valtozokat azx, (azaz azy, és-,) valtozok fuggvényében:

AT = Sn-Xi+ Si2X2 4 -+ A i=1,2..,n (18)

ahol tehétj;, =y, +z ésaz egyitthatok, a teljes raforditasi egyutthatok, amelyek a végs6 kibo-
csatasok egy-egy egységére vonatkoztatva adjak meg a killénb6z6 termékek teljes keresletét.

Ugyanigy megkaphatjuk a termékek arait a fajlagos hozzaadott értékek és a teljes rafor-
ditasi egyutthatok ismeretében:

lP\ +P| % + ¢ 1+ Pn- |:|1 21 vy Ny (19)

ahol /2, =/i, a fajlagos hozzaadott érték.

Ezek az alapegyenletek jellemzik Leontief statikus input-output modelljét, amelynek
szintén ismertek a dinamikus Kiterjesztései. A Leontief-modellek elemzése elsésorban a
nem negativ négyzetes matrixok nevezetes matematikai (mindenekel6tt a Perron-Frobe-
nius-féle sajatérték-) tételeken nyugszik. Altalaban igaz, hogy mikdzben szamos formai és
tartalmi azonossagot fedezhetiink fel Neumann és Leontief (dinamikus) modellje kozott,
jelent6sek koztik a kdzgazdasagi szemléletbeli és a mddszertani kiildnbségek is (ezekrdl
b6vebben szintén lasd Zalai, 2000).

Befejezésképpen térjlink vissza az alfejezet elejére, ahol azzal kezdtiik, hogy olyba td-
nik, mintha Walras, Cassel és a tobbiek nem vették volna észre, hogy a termelés korkoros-
sége nem csak a beruhazasokon, de a folyd termeld felhasznaldson keresztiil is hat az
egyensulyi viszonyokra. A termékek ugyanis tisztan végtermékeknek tlinnek fel modellje-
ikben, a termékarak pedig latszélag csak a kiils6 termelési tényez6k koltségét tartalmaz-
zék. Minden bizonnyal igazsagosabbak vagyunk veliik szemben, ha feltesszilk, maguk is
tisztaban voltak azzal, hogy ez az &brazolasi mdd elvonatkoztat a termékek termel6 (koz-
bensd) felhasznalasatol. Minden bizonnyal csak azért tekintettek el t6le, mert lattak, hogy
az altalanos egyensuly nettd kibocséatasok és arak, illetve kdzbensd felhasznélés figyelem-
bevételével felirt feltételeit a teljes raforditasi egyitthatok segitségével egyszer( helyette-
sitések révén redukalni lehet egy olyan feltételrendszerre, amelyben mar csak a nett6 ki-
bocsatasok és arak szerepelnek. Példaul, a (12/a), (13), (14), (15/a), (16) egyenletrendsze-
rekkel definialt feltételeket a Walras-modell (12)-(16) feltételrendszerére a (18) és (19)
egyenletek altal jelzett helyettesitések révén.

Osszevetés Neumann modelljével

A bemutatott modellek és Neumann Janos modellje kdz6tti hasonldsagok és kiilonbseé-
gek részletes elemzése helyett (b6vebben lasd Zalai, 1999) ehelyutt csak kiemeljuk azokat
a kulénbségeket, amelyek alapjan egyértelmien Neumann modellje bizonyul érdekesebb-
nek, mivel szdmos késébbi fontos eredmény zseniélis megsejtését rejtette magaban:
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Neumann modelljében a termelési szerkezet és az arak matematikai dualitasa teljes, s
ezzel el@revetitette a linearis programozas dualitasi tételeit;

a Neumann-modellben jelenik meg elészér a technoldgia leirdsaként a tevékenység-
elemzési modell, amely lehet6vé teszi az ikertermelés és a technoldgiai valaszték figye-
lembevételét;

" Neumann els6ként ismerte fel és abrazolta formalisan azt is, hogy a hatékony terme-
Iési tevékenységek kivalasztasa és az egyensulyi (hatékonysagi) arrendszerek meghatéro-
zasa egymast kolcsonosen feltételezd probléma;

"Neumann a sz(ikds termelési tényez6ket a termeléshdl szarmaztatja (korkoros terme-

Iési kapcsolatok), ami megvilagitja a t6ke és a profit természetét;
Neumannal a névekedési és a kamattényezd endogén, az arutermel6 alrendszer hatasfo-
ka altal meghatarozott (azéltal, hogy milyen sajatfelhasznalasi hdnyad mellett képes a
tarsadalom a termékeket Ujratermelni), Casselnél ezek egzogén maédon, a kiils6 eré-
forrdsok novekedési titeme altal adottak;

' Cassel modelljében a novekedési és a kamattényezé nem valik el egymastdl, mig a Neu-
mann-modellben megjelend kamatlab megfelel a klasszikus profitrata fogalméanak, és
a novekedési titem ett6l kisebb is lehet.

" Neumann az egyensuly létezését  fixponttétel alapjan bizonyitotta, ami modelljében
még egy tul er6s eszkdznek bizonyult, de az altalanos egyensuly létezésének bizonyi-
tasaiban elengedhetetlen eszkdznek bizonyult, Wald ezzel szemben még teljes induk-
cién nyugvo hagyomanyos modszereket vett igénybe ugyanerre a célra;

Neumann mutatott ra els6ként a gazdasagi és a jatékelméleti egyensuly kdzott fennalld
szoros kapcsolatra.

Neumann egy fontos figyelmeztetése

Walras és Cassel korai modelljei, illetve a Schlesinger-Wald és a Neumann-modell
szemlélete kozott van egy nagyon fontos kiillonbség. Nevezetesen az, hogy mig Walras és
Cassel szamara a piaci egyensuly létezése ,,empirikus evidencia”, modelljeik kiindul6 hipo-
tézise volt, addig Wald és Neumann szdmara az egyensuly létezésének matematikai lehe-
t6sége mar bizonyitandd volt. Walras és Cassel az egyensuly feltételeinek matematikai
konzisztenciajat még csak az egyenletszamlalas mddszerével igazoltak.

Neumann és Wald korara, az axiomatikus szemlélet térhoditasa folytan, egy jelentds
modellezés-filozdfiai szemléletvaltas kovetkezett be: szakitas a klasszikus fizikara jellemz6
kdzvetlen tapasztalaton nyugvo (ex post) modellezési szemlélettel. Az ex post szemlélet(i
modellekben a valtozdk és paraméterek mind (megfigyelhet6, mérhetd) tapasztalati kate-
goriak, az dsszefliggéseik pedig a valtozok kozott térvényszeriien fennalld (vélt) kapcsolato-
kat fejeznek ki, altaldban csak a modell gyakorlati alkalmazésa soran deriilhet fény arra,
hogy az adott, szamszer(isitett specifikacio képes-e, és milyen pontossaggal képes reprodu-
kalni (a modell megoldasaként eléallitani) a megfigyelt allapotot.

Az ex ante szemléletli absztrakt modellekben ezzel szemben, a valtozok és dsszefiigge-
sek mar a priori kategoridk, amelyek eredendden csak egy ,,matematikai strukturat” defi-
nidlnak. Az elemzés a modellben értelmezhetd kitiintetett, meghatarozott tulajdonsagok-
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nak eleget tevd allapotok (példaul, az egyensulyi) Iétezésének logikai lehet6ségére iranyul.
A modell el6feltevései (axiomai) arra szolgalnak, hogy elégséges feltevéseket nyljtsanak
ezek megvaldsulasdhoz. A valos jelenseégekre valod utalas, a modellek empirikus tesztelhe-
tésége, gyakorlati el6rejelzésekre valo alkalmassaguk ellendrzése pedig gyakran el is ma-
rad.

Az axiomatikus szemlélet térhoditasa jelent6sen atalakitotta a természettudomanyokat
és a matematikat, és hatasa fokozatosan kiterjedt a kozgazdasagtan teriiletére is, ahol egy-
beesett a matematikai kdzgazdasagtan mint relative 6ndllosult tudoméanyéag kialakuldsaval.
Mikozben ezek a valtozasok felgyorsitottadk a tudomanyos fejlédést, komoly veszélyt is ma-
gukkal hoztak, amelyre id@sebb koraban maga Neumann Janos is figyelmeztetett:

,»a legjobb matematikai ihletés a tapasztalatbdl ered, és hogy aligha lehet hin-
ni a matematikai szigor abszolut, véltozatlan, minden emberi tapasztalattdl el-
kilonult fogalmanak létezésében... Ha egy matematikai diszciplina messzire ta-
volodik el tapasztalati forrasaitol... ez sulyos veszélyt rejt magaban. Egyre in-
kabb tiszta esztétizalassa valik, egyre tisztabb Vartpour l'art-a. ... Tapasztalati
forrasatol nagy tavolsdgban vagy sok absztrakt ,behatas” utdn a matematikai
targyat a degeneralodas fenyegeti... Kezdetben a stilus rendszerint klasszikus;
amikor a barokka-valas jelei mutatkoznak, a vészjelzés adott.” (1965,21. és 27. 0.)

A tarsadalomtudomanyok teriiletén, ahol az empirikus kisérletezés és tesztelés lehet6-
sége, eddig legalabb is, meglehetdsen korlatozottnak bizonyult, a fenti veszély hatvanyo-
zottan fennall. Ezért isvan az, hogy a tarsadalomtudomanyok tertiletén meglehetésen vég-
letes allaspontokkal taladlkozhatunk az axiomatikus mddszer, s a t6le szinte elvalaszthatat-
lan matematikai nyelvezet és modszerek hasznossaga megitélésében. A kvantitativ kézgaz-
dasagtan kialakuldsanak kezdetén, a kutatasok f6 célkitlizése az empirikus kutatasok gya-
korlatanak, mddszertananak a kifejlesztése volt. Eleinte kifejezett idegenkedés volt tapasz-
talhatd az elvont kdzgazdaséagi és matematikai elméletekkel szemben. El6re nem latott,
koztlk véletlen események azonban teljesen mas irdnyba terelték, elsésorban az amerikai,
kdzgazdasagtani kutatdsok késdbbi alakulasat (bévebben errél lasd Zalai, 1999).

A leglényegesebb valtozas az volt, hogy fokozatosan atalakult a vezet6 kutatoknak a
kdzgazdasagtanrdl alkotott felfogasa: els6sorban az axiomatikus mddszert formailag t6-
kélyre fejlesztd Bourbaki-i*koXkmk a matematikai modszertanrdl, illetve magarol a mate-
matikéarol alkotott képének kritikatlan elfogadasa miatt (lasd Weintraub és Mirowski,
1994). Az 1940-es évek végeén, illetve az 50-es évek elején a kutatdsok az alkalmazott real-
tudomany felél er6teljesen eltolédnak az absztrakt, tiszta tudomany irdnyaba. Az altalanos
egyensulyelméleti modellek érvényességenek (,,tudomanyos igazsdganak™) igazolasat sem
a gyakorlati alkalmazés, hanem inkdbb a matematikai, logikai konzisztencia bizonyitaséa-
nak irdnyaban keresték.”

Sz&dmos munkabdl ismert, kdztlik Komai Janos {\91\) Anti-equilibrium-éih6\, hogy ennek
az egyebként igen latvanyos fejlédésnek komoly éara volt. Nevezetesen az, hogy a logikai

* Az éltalanos egyensulyelmélet modern (ex ante) modelljének a megfogalmazésa, az egyensuly 1é-
tezésének és hatékonysaganak matematikai bizonyitasa elsésorban Arrow és Debreu (1954), illetve
McKenzie (1954) nevéhez fliz6dik.
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konzisztencia, a matematikai elegancia és az esztétikum kovetelménye az empirikus rele-
vancia folé kerekedett. Emiatt sokan szembefordultak a matematikai kdzgazdasagtannal,
és elutasitoan viszonyultak az altalanos egyensutlyelmélet és annak matematikai modellje-
ivel szemben. Nem lehet véletlen, hogy sem Neumann, sem Wald nem folytatta tovabb az
absztrakt gazdasagi egyensulyelmélet kutatasat, pedig mindketten viszonylag koran az
USA-ba mentek, és szoros kapcsolatba kertiltek a ,,kvantitativ kézgazdasagtani bolcséje”
koril babaskodd kutatdkkal. Lehet, hogy Neumann felismerte, hogy ezek a kutatidsok a
,barokkosodas és degenerdlodas” felé tendaltak, elveszitették a ,tapasztalati, empirikus
forrasukat”? A tudomany bizonyéara csak nyert azzal, hogy igy dontott.

Az igazsaghoz azonban feltétleniil hozzatartozik az is, hogy az 1950-es években a szam-
szer(sitett altalanos egyensulyelméleti (CGE) modellek gyakorlati alkalmazasanak a lehe-
tésége még igencsak tavolinak tlint, tovabbfejl6désik talan ezért is kdvetett mas irdnyt. A
szlikséges statisztikai adatok, matematikai algoritmusok és szamitastechnikai eszkdzok
nem alltak még rendelkezésre a gyakorlati alkalmazasok szdméara. Az 1970-es évek méaso-
dik feléig kellett varni arra, hogy beinduljon és egyre szélesebb kérben elterjedjen a CGE
modellek gyakorlati alkalmazasa (b6vebben lasd példaul Zalai, 1998). Az altalanos gazda-
sagi egyensuly absztrakt modelljeinek ismerete jelentésen megkonnyitette a felmertld
maodszertani kérdések kezelését, de szerepiik nem volt dont6 a gyakorlati alkalmazasok
szempontjabol.

A téma lezéarasaképpen érdemes idézni a holland Mark Blaug ezzel kapcsolatos al-
laspontjat:

»EQy »elméletet« nem lehet elutasitani pusztan azért, mert még nem el-
lendrizhet6... feltéve, hogy fontos problémaékra hivja fel a figyelmet... Vitatha-
tatlan, hogy a koézgazdaszok gyakran becsapjdk magukat azzal, hogy - mint
Leontief nevezi - »implicit teoretizalassal« foglalkoznak és tautoldgiakat kdzol-
nek, kozgazdasagi ismeretekhez valo lényegi hozzajaruldsnak &lcizva. De az
ilyen gyakorlat orvoslasanak a célok tisztazasara, s nem radikalis és minden bi-
zonnyal korai m(itétre van szikség.” {Blaug, 1962, 606. 0.)

4. Neumann hozzajaruléasa a jatékelmélet tovabbi
fejlédéséhez

Az /i-személyes, nem kooperativ jatékok
Nash-féle egyensulya
Neumann Janos maétrbcjatékokra bevezetett egyensulyfogalma inspiralta John Nash-t

1950-ben arra, hogy kiterjessze azt az n-személyes, nem kooperativ jatékokra. Ha adott egy
n-szemelyes nem kooperativ jaték normal forméban
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akkor az s=(ij, ... i,, stratégiaprofilt (Nash) egyensulypontnak nevezziik, ha fennallnak

L)~ T (=51, sees 5.1, UiLg, o i

egyenl6tlenségek minden t G 5, és minden i esetén.

A Nash-féle egyensulypont egyfajta stabilitast fejez ki: egyik jatékosnak sem érdeke egy-
oldalGan eltérni az i, egyensulyi stratégiajatdl és a i stratégiat alkalmazni, ha a tébbiek nem
térnek el a sajat stratégidjuktol. Mas széval: ha egy jatékos valahonnan tudja, hogy a tob-
biek mit akarnak jatszani, akkor neki is az egyensulyi stratégidjat kell alkalmaznia. Konny(
latni, hogy ez a definicié a matrixjatékok esetében éppen a minimax egyenléséggel ekviva-
lens.

A fenti definiei6 esak akkor életképes, ha a jatékok széles osztalyara lehet bizonyitani
az egyensuly létezését. John Nash az n-személyes véges jatékok kevert bévitését Neumann
Janos nyoman a kovetkezdképpen definialta: stratégiahalmazok az eredeti véges stratégia-
halmazokon értelmezett val6szinlség-eloszlasok ugyanigy, mint a matrixjatékok kevert
bévitésénél, kifizetéfiiggvények pedig a varhato kifizetések, amelyeket a valasztott valdszi-
nlség-eloszlasokbol nyert stlyokkal szamolunk. Szintén Neumann Janos nyomdokait ko-
veti annak a bizonyitasa is, hogy ennek a jatéknak mindig létezik legalabb egy Nash-egyen-
stlyi pontja. A felhasznalt eszkoz itt is egy fixponttétel, a Brouwer-féle fixponttétel.

A Brouwer-féle fixponttétel egydimenzids véltozata roppant egyszer(i és szemléletes,
téhb dimenzidban a bizonyitdsa mar igen bonyolult. Mi most az egydimenzids esetet fogal-
mazzuk esak meg. Tekintslik a szamegyenesen a [0,1] zart intervallumot és ennek egy 6n-
magara valo folytonos leképezését, vagyis egy folytonosf(x) fliggvényt, amelynek az értel-
mezési tartomanya és az értékkészlete is a [0, 1] intervallum. A Brouwer-féle fixponttétel
azt allitja, hogy ekkor mindig van olyanxG [0,1] szam, hogyx =/(x). Nash tételének késdb-
bi altalanositasainal a Brouwer-féle fixponttétel Kakutani-féle altalanositasa is szerepet
jatszik. Ha szintén maradunk az egydimenzids esetnél, akkor most a [0,1] intervallum min-
den egyesX pontjahoz a [0,1] egy 7(X) zart részintervallumat rendeljiik, és még egy bizonyos
fajta folytonossagot is megkoveteliink ett6l a hozzarendeléstél. Kakutani tétele azt allitja,
hogy mindig van olyan x G [0,1] szdm, hogyx G/(x), vagyis, hogyx benne van a sajat képé-
ben. Nem nehéz megmutatni, hogy Nash egzisztenciatétele matrixjatékok esetében Neu-
mann Janos minimax tételét adja, és igy teljes joggal tekinthet6 annak altalanositasanak.

A Nash-egyensulypont a modern kbzgazdasagtan egyik legfontosabb fogalmava valt,
amit az isjelez, hogy John Nash 1994-ben kdzgazdasagi Nobel-dijat kapott. Nash nagy tisz-
telettel nézett fel Neumann Janosra, és neki is megmutatta felfedezését. Neumann Janos
zsenialitasara jellemzd az aldbbi részlet John Nash életrajzi regényéb6l: ,,Nash a zarévizs-
ga utdn par nappal felkereste Neumannt. ... Neumann egy hatalmas asztal mdgott ult, és
draga 6ltdnyében inkabb egy sikeres bankigazgatonak Iatszott, mintsem akadémikusnak...
Intett Nash-nek, hogy uljon le. Természetesen tudta, hogy ki 6, de latszolag zavarba hozta
latogatdsa. Figyelmesen hallgatta, mikdzben fejét enyhén oldalra billentette, és ujjaival
halkan dobolt. Nash hozzadkezdett, hogy ismertesse az altala kigondolt bizonyitast a jaték
egyensulypontjanak igazolaséara tobb mint két jatékos esetén. Am néhany csapongd mon-
dat utdn Neumann félbeszakitotta, eléreugrott Nash érvelésének még meg nem fogalma-
zott konkluzidjara, és réviden annyit mondott: De hisz ez trivialis! Ez csak egy fixpontté-
tel.” (Sylvia Nasar, 2002)
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A nem teljes informacids jatékok elmélete

Neumann Janos munkdja inspiral6lag hatott egy masik magyar szarmazasi tudds,
Harsanyt Janos munkéassagara is, amelyért 1994-ben Nobel-dijat kapott. A magas elisme-
rést a nem teljes informacios jatékok elméletének kidolgozasaért kapta. Ezek olyan jatékok,
amelyekben a jatékosok nem rendelkeznek teljes informéacidval a stratégiahalmazokrol
és/vagy a kifizetéfuggvenyekrél. Maradjunk most csak annal az esetnél, amikor minden ja-
tékos ismeri a sajat kifizet6figgvényét, de a tobbi jatékos kifizet6fliggvényeinek bizonyos
paramétereihez csak egy szubjektiv valdszinliség-eloszlast tud hozzarendelni. Példaul az
oligopolium-modellben a jatékosok pontosan ismerik a sajat koltségfliggvényeiket, de a
tobbiekérdl csak becsléseik vannak.

Harsanyi Janos bevezette a jatékostipus fogalmat. Az egyszerlség kedvéért feltessziik,
hogy minden jatékos tipusa véges szdmu. Az oligop6lium-modellben, tegyiik fel, hogy min-
den jatékos csak két tipusu lehet: alacsony koltséggel vagy magas koltséggel dolgozé valla-
lat. Az i-edik jatékos tudja a sajat i, tipusat, de a tobbiekérdl csak annyit tud, hogy mi a va-
I6szinlisége annak, hogy a (ij, ..., i,_j, ... T,,) tipusprofil valésuljon meg. Harsanyi Janos
alapvet6 feltételezése, amit Harsanyi-doktrindnak is neveznek, hogy a tipusprofiloknak van
egy objektiv eloszléasa, és az egyes jatékosok szubjektiv vélekedései a tobbi jatékos alkotta
tipusprofilrél, ebbdl az eloszlasbol szamitott feltételes eloszlasok, ahol a feltétel az adott
jatékos tipusa.

Célszer( a helyzetet Ugy elképzelni, hogy el6szor a ,, Természet” egy minden jatékos al-
tal ismert objektiv valdszin(iség-eloszlas szerint kisorsol egy tipusprofilt. Minden jatékos is-
meri a sajat tipusat, de a tobbiekérdl csak ,,valoszinlségi ismeretei” vannak, amelyeket az
objektiv eloszlasbol szamol. Stratégidjat ennek az informdacidnak a birtokaban vélasztja
meg, és a varhato kifizetését igyekszik maximalizalni. Harsanyi Janos egy Uj, most mar tel-
jes informécids jatékot definial, amelyben az egyes jatékosok stratégiai azok a fliggvények,
amelyekben a fiiggetlen valtozé ajatékos sajat tipusa, a fligg6 valtozd pedig egy stratégia-
vélasztas az eredeti stratégiahalmazbodl. A kifizetések az objektiv valdszinlség-eloszlas se-
gitségével szamitott varhatd kifizetések. Ennek a jatéknak a Nash-egyensulypontjait te-
kintjuk az eredeti nem teljes informacios jaték egyensulypontjanak.

Megprébaljuk az egész gondolatmenetet vilagosabba tenni a tizenegyesrigo jaték némi
modositasaval. Egyrészt egyszer(sitink egy kicsit, és csak azt engedjik meg, hogy a Rigo
jobbra vagy balra rugja a buntet6t, és a Kapus is csak vagy jobbra vagy balra késziilhet. Méas
részrél bonyolitunk azzal, hogy a Rugé jatékos lehet jobb- vagy ballabas, a Kapus pedig
jobb- vagy balkezes. Ezek lesznek a jatékosok tipusai. A jobblabas jatékos jobban tud jobb-
ra ragni, mint balra és a jobbkezes kapus jobban tud jobbra vet6dni, mint balra. Mindenki
tudja magardl, hogy milyen labas vagy kezes, de nem tudja bizonyossaggal a masikrol, hogy
a jobb oldala vagy a bal oldala az er6sebb. Annyit tud mindenki, hogy a jobbkezesek és
jobblabasak (objektiv) valészin(iség-eloszlasa a kdvetkezd:

Jobbkezes Balkezes
Jobblabas 0,63 0,07
Ballabas 0,27 0,03

A Harsanyi-doktrina ebben az esetben azt jelenti, hogy a jobblabas Rugo szubjektiv va-
I6szinliségei, amelyeket a Kapus tipusahoz rendel: 0,63/(0,63-1-0,07) =0,9 a valdszin(sége.
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hogy a Kapus jobbkezes és 0,07/(0,63+0,07) =0,1 a val6szin(isége, hogy a Kapus balkezes.
A 0,9 és 0,1 tulajdonképpen annak a valdszinlségei, hogy a Kapus jobb-, illetve balkezes,
feltéve, hogy a RUg6 joljblabas. (Itt a RUgo és a Kapus tipusa fliggetlenek, de méas példak-
ban ez nincs feltétlenil igy.)

Négyféle RUg6-Kapus paros van, a sikeres bintet6k szamat (10-b6l) az aldbbi tablaza-
tok mutatjak:

Kapus Kapus
J B J B
. 6 . 9
Kapus Kapus
J B J B
. 4 7 , . b5 8
Rugo 9 7 Rugo 9 6

deljik hozza, amelyben mindkét jatékosnak 4-4 tiszta stratégiaja van.
A RUQO0 jatékos tiszta stratégiai:
ha a Rugo jobblabas, akkor jobbra rigja a buntet6t, ha ballabas, akkor isjobbra rugja;
ha a Rugo jobblabas, akkor jobbra rugja a buntet6t, ha ballabas, akkor balra rigja;
ha a Rugd jobblabas, akkor balra rugja a biintetét, ha ballabas, akkor jobbra rugja;
V&R ha a RUgo jobblébas, akkor balra rugja a blintet6t, ha ballabas, akkor is balra rigja;
A Kapus tiszta stratégiai:
ha a Kapus jobbkezes, akkor jobbra vetddik, ha balkezes, akkor is jobbra vet6dik;
Z® ha a Kapus jobbkezes, akkor jobbra vetddik, ha balkezes, akkor balra vet6dik;
ha a Kapus jobbkezes, akkor balra vetddik, ha balkezes, akkor jobbra vetddik;
ZBR) ha a Kapus jobbkezes, akkor balra vet6dik, ha balkezes, akkor is balra vetddik.
A kifizetématrix, amelyben a sikeres bintet6knek az egyes RUg6-Kapus parosok valo-
szinlségeivel sllyozott atlaga szerepel, a k6vetkezo:

y4V) N B

5,50 573 8,10 843
yB 6,97 7,02 8,32 8,37

6,76 6,64 5,68 5,56
/B 823 793 58 550

Ennek a matrixjatéknak az egyensulyi  stratégiai: =0,64, vy* =0,36,
Z®=0,76, 2ZB®= 0,24, minden egyéb tiszta stratégia valdszinlisége 0. A RUg0 jatékos tehat,
ha jobblabas (O tudja ezt!), az esetek kb. kétharmad részében jobbra Ivi a biintet6t, egy-
harmad részében balra. Ha ballabas, akkor mindig balra. A Kapus ha jobbkezes, akkor az
esetek kb. haromnegyed részében jobbra vet6dik, egynegyed részében balra, ha pedig bal-
kezes, akkor mindig balra.
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Felmerilhet a kérdés: Ha mindenki tudja, hogy 6 maga milyen, miért kell foglalkozni
azzal is, mintha masmilyen lenne? Azért, mert § ugyan tudja, hogy példaul ballabas, de a
Kapus nem tudja bizonyosan, és ennek megfelel6en valaszt stratégiat, és a Rugonak ezt is
figyelembe kell vennie.

A kooperativ jatékok elmélete

Eddig olyan esetekkel foglalkoztunk, amikor a jaték szabalyai nem engedték meg azt,
hogy a jatékosok 0sszehangoljak cselekedeteiket annak érdekében, hogy kdzdsen nagyobb
haszonhoz jussanak. Ha ezt megengedjuk, akkor a kooperativ jatékokhoz jutunk el, amely-
nek szinte a teljes elméleti alapvetése Neumann Janostdl és Oskar Morgensternt6l sz&rma-
zik. Az 6 gondolatmenetiiket fogjuk kovetni. Olyan helyzetekkel foglalkozunk, amikor a
kooperativ cselekvés a legésszer(ibb, és a konfliktus abbdl adodik, hogy a kbzdsen megszer-
zett haszonbol a jatékosok minél tobbet szeretnének maguknak megszerezni. A kdzdsen
megszerezhet6 haszon fogalma megkivanja, hogy a hasznossagokat dssze lehessen adni és
szétosztani. Ezt fel is tesszik a tovabbiakban.

Legegyszer(ibb, ha a hasznossagra mint pénzre gondolunk, amit szabadon lehet mozgat-
ni az egyes jatékosok kozott. Tovabbra is adottnak vessziik a jatékosok N véges halmazat.
Ezek barmely S részhalmazat koaliciénak hivjuk, megengedve, hogy az lres halmaz egy
olyan koalicid, amelynek egyetlen tagja sincs. A koaliciok halmazan értelmeziink egy v
fliggvényt, amelyet karakterisztikus fliggvénynek nevezink. A v(S) értéket Ugy tekintjik,
mint azt a maximalis hasznot, amelyet az S koalicio el tud érni akkor, ha teljes mértékben
csak a sajat erejére tdmaszkodik, és nem igényli az 6-en kivili jatékosok kdzremdkddését.
Az Ures koaliciéhoz mindig a 0 értéket rendeljuk.

Példaként gondoljunk egy lakokdzdsségre (példaul egy falu és a hozza tartozd tanyak),
amely kabeltelevizios haldzatot szeretne létesiteni. Itt az egyes hazak, illetve lakasok a ja-
tékosok. Legyen S egy koalicid, és jel6lje c(S) azt a koltséget, amely akkor meriil fel, ha
csak az S koalicio tagjait akarjuk kébeltelevizidval kiszolgalni. c{N) tehat annak a koltsége,
hogy mindenki megkapja ezt a szolgaltatast. Ennek a koltségkiméld volta nyilvanvalo, de
az egyes jatékosok szamaéra egyaltalan nem kdzombds, hogy hogyan osztjak fel a résztve-
vBk a koltségeket egymas kozott. Az egyes jatékosok annak az alternativ lehetéségét is
mérlegelik, hogy mi térténne, ha egy megfeleld koalicio tagjaként kevesebbet kellene fizet-
nitik, mint akkor, ha mindenki koaliciét alkot.

Ebbdl a révid kis elemzésb6l is latszik, hogy milyen dsszetett probléma annak a megha-
tarozasa, hogy milyen koltségszétosztasi mechanizmust valasszon a kdzosség, illetve me-
lyek azok a mechanizmusok, amelyek bizonyos értelemben stabilnak és elfogadhatoknak
tekinthet6k. A koltség- és a haszonszétosztasi probléma lényegében ugyanaz, mivel a
v(S) =-c(S) definicidval a koltségszétosztast vissza tudjuk vezetni a hozamszétosztasra.
Egy kooperativ jatékot tehat a {G =N, v} forméban, a jatékosok halmazéval és a karakte-
risztikus fliggvénnyel adunk meg.

Igazabol csak azokkal a jatékokkal érdemes foglalkozni, amelyekre fennéll, hogy

2,ev V{i})<V(A),
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ahol V {/} az t-edik jatékos alkotta egyszemélyes koalicid. Ezeket a jatékokat lenyegesnek
nevezzilk. Lényeges jatékokban mindenki egyiitt, dsszefogva tébbet tud elérni, mintha
mindenki csak egyedul cselekedne. Noha ez nem mindig sziikséges, Neumann Janos feltette,
és mintegy a kooperativ jatékok tulajdonsagaként kezelte a szuperadditivitast. A G ={N, v}
kooperativ jatékot szuperadditivnak nevezzik, ha

v(5) +v(r)<v(sur),

ahol SUT a két koalicié egyesitése (unidja), fennall minden olyan S és T koaliciéra, ame-
lyeknek nincsenek kozos tagjaik. Ez a kovetelmény azt fejezi ki, hogy egyitt nem jarhatunk
rosszabbul, mint kilén-kilon. Ez persze nem mindig van igy, de a szuperadditiv jatékok osz-
talya még mindig olyan b6, hogy ennek kikoétését nem tekinthetjik Iényeges korlatozéasnak.

Neumann Janos nyoman nevezzik szétosztasnak (imputation) az x = (jij, ..., X,,) Szamok
egylttesét, ha egyénileg raciondlisak, vagyisj: > v({i}) minden i-re és ha 6sszegik v(7V). Az
egyéni racionalitas azt kdveteli meg, hogy mindenki kapjon legalabb annyit, mint amennyit
egyedul is el tudna érni.

A kozgazdasagtan egyik fontos fogalmahoz jutunk el, ha nemcsak az egyéni racionali-
tast koveteljik meg, hanem az un. koalici6s racionalitast is, vagyis, hogy

S.e5 ~V(5)

fennéll minden 5 koaliciora. Azoknak a szétosztasoknak a halmazat, amelyek koaliciésan
racionalisak, ajaték magjanak nevezziik. A mag egyfajta stabilitast fejez ki: ha egy olyan
szétosztast javasol valaki, amely eleme a magnak, akkor nincs olyan koalicié, amelynek ér-
demes lenne elhagyni az N nagykoalicidt, hiszen egyedil nem tudnak elérni tébbet, mint
amennyit a nagykoaliciéban kapnak.

Neumann Janos a magnak egy alternativ jellemzését adta meg, amely szuperadditiv ja-
tékoknal ekvivalens a fenti definiciéval. Ehhez sziikséges a dominancia fogalmanak a be-
vezetése, ami egyébként is kozponti szerepet jatszik Neumann Janosnal. Ha adva van két
szétosztas, X= (jg, ésy=(j, ---,Y..), s egy S koalicio, akkor azt mondjuk, hogy x do-
mindlja y-t az 5 koalicion keresztill, hax, >y, fennall minden i G 5-re és 2,5 >
Altalaban, x szétosztas akkor dominalja az y szétosztast (réviden x dom y), ha van olyan S
koalicid, hogy x dominélja y-t az S koalicion keresztil.

A dominancidt ugy kell elképzelniink, hogy ha éppen az a javaslat, hogy a V(N) kdzos
hasznot az y szerint 0sszak szét a jatékosok, akkor x dom y esetén van olyan S koalicio,
amelynek egyszerre van meg a motivacidja (minden tagja tobbet fog kapni az x szétosztas-
ban), és az ereje (ennyit maguk is produkalni tudnak) ahhoz, hogy az y javaslatot vissza-
utasitsa. Meg lehet mutatni, hogy szuperadditiv jatékok esetében a mag éppen a nem do-
minalt szétosztasok halmaza és igy stabil abban az értelemben is, hogy a magban 1év6 bar-
mely szétosztas esetén sincs olyan koalicid, amelynek egyszerre lenne meg a motivacioja és
az ereje is ahhoz, hogy elutasitsa az adott szétosztast.

A maggal kapcsolatban az egyik alapvet6probléma az, hogy nagyon gyakran ires, és ek-
kor természetesen semmilyen el6rejelzésre nem alkalmas. Neumann Janos mutatta meg
el6szor azt az egyszer( tényt, hogy a konstans 0sszeg(ijatékok esetében a mag mindig ures.
(Egy G ={N, v} jatékot konstans 6sszeglinek neveziink, ha V(¢") -t v(N\S) =v(N) minden
S koalici6 esetén, ahol N\S jel6li az 5-be nem tartozé jatékosok koaliciojat.) Minthogy a
konstans 0sszeg(i jatékok az dsszes jatékok kozott olyan nagy helyet foglalnak el, Neumann
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Janos és Oskar Morgenstern gy érezték, hogy egy masik, szintén a dominancian alapul6
megoldastipus megfelelébb lesz, mint a mag. igy jutottak el ahhoz a megoldashoz, amelyet
tobbnyire stabil halmaznak, vagy Neumann-Morgenstem-megoldasnak neveznek.

Mindkét elnevezeés jogos, hiszen ez a megoldas is a stabilitas egy sajatos formajat allitja
a kdzéppontba. Az dsszes szétosztasok egy V halmazat stabil halmaznak nevezziik, ha egy-
szerre rendelkezik a bels6 és kilsd stabilitas tulajdonsagaval:

* bels6 stabilitas: barhogyan is valasztunk két szétosztast K-bél, egyik sem dominalja a

masikat,

« kiils6 stabilitas: barmely olyan szétosztas esetén, amelyik nincs benne K-ben, van olyan

K-beli szétosztas, amely azt dominalja.

Egy V stabil halmazt Neumann Janos és Oskar Morgenstern (igy értelmeznek, mint egy
viselkedési szabalyrendszert (,,standard of behavior”), amelyen beliil nyugodtan lehet kii-
16nbdz6 szabalyokat (szétosztasokat) valasztani, de gyokeres valtozasokra van szilkség, ha
egy teljesen més stabil halmazra akarndnk attérni. Egy adott jatékhoz nagyon sok stabil
halmaz tartozhat, ami az el6bbi értelmezés szerint egyéaltalan nem zavar6. Sokkal nagyobb
probléménak tartotta maga Neumann J&nos, hogy vajon létezik-e minden jatékhoz leg-
aldbb egy stabil halmaz. Viszonylag kénnyen (azért ez sem egyszer(!) lehet megmutatni,
hogy minden 3 személyes jatéknak van stabil halmaza. Ezt maga Neumann Janos bizonyi-
totta be el6szor. 1974-ben Bondareva és tarsai bizonyitottak be ugyanezt 4 személyes jaté-
kokra. 1d6kdzben, 1969-ben, Lucas mutatott példat egy olyan 10 személyes jatékra, amely-
nek nincs stabil halmaza. Mind a mai napig nem tudjuk, hogy mi a helyzet az 5-9 szemé-
lyes jatékoknal. Neumann Janos eredeti sejtését (és reményét), hogy minden konstans
0sszeg( jatéknak van legalabb egy stabil halmaza, még sem bizonyitani, sem cafolni nem
tudtak, mivel az ellenpéldak egyike sem konstansdsszegl. Réadasul, az ellenpéldak mind
olyanok, hogy ha a karakterisztikus fiiggvény értékeket egy kicsit megvaltoztatjuk benniik,
akkor olyan jatékok keletkeznek, amelyeknek mar van stabil halmazuk. igy még az is lehet,
hogy a stabil halmazokkal rendelkez6 jatékok ,,mindenttt slr(in” helyezkednek el, vagyis
stabil halmazzal nem rendelkez6 jatékokhoz tetsz6legesen kozel van olyan, amelynek van
stabil halmaza. Ez a kérdés sincs még megvalaszolva.

Ez a kis izelit6 a megoldatlan problémakbdl jelzi a stabil halmaz matematikai bonyolult-
sagat. A konkrét esetekre vald alkalmazas is altalaban nehéz, egyedi mddszerekre és Gtle-
tekre van szlikség egyes konkrét jatékok esetében arra, hogy a stabil halmazokat (vagy leg-
aldbbis egyet kozllik) meg tudjuk hatarozni.

Nézzunk egy egyszer(i példat arra, amikor a stabil halmaz viszonylag egyszer(i szerkeze-
td. Egy G ={N, V} jatékot egyszerlinek neveziink, ha Iényeges, szuperadditiv és v(S) =0
vagy 1, minden 5 koalici6 esetén. Azokat a koalicidkat, amelyekre v’(¢") = 1 nyer6, mig azo-
kat, amelyekre V(S) =0 vészt6knek nevezzilk. Ha egy demokratikus parlamentben S a péar-
tok egy koalicidja, és egy torvényjavaslat megszavazasarol van sz9, akkor S nyer6, ha Gsszes
szavazataival a torvényjavaslat atmegy, egyébként veszt6. Egy nyer6 koaliciot minimalisnak
neveziink, ha egyetlen részkoalici6ja sem nyerd.

Tekintsink egy S minimalis nyer6 koaliciét, és legyen  mindazoknak az x = (jc,, ...,j%)
szétosztasoknak a halmaza, amelyekben jo =0, ha i e S. Ekkor nem nehéz megmutatni,
hogy  egy stabil halmaz. Més széval, az S minimalis nyer6 koalicié tagjai barhogyan el-
oszthatjdk egymas kozott az egységnyi ,,hasznot”, ez az elosztés rendelkezni fog a kiils6 &
bels6 stabilitas tulajdonsagaval.
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A Neumann-Morgenstern-megoldas arra vonatkozdéan nem mond semmit, hogy a sok
stabil halmaz kézul melyik fog megvalésulni, ezt modellen kivili tényez6k (példaul az
egyes jatékosok jartassaga az alkudozéasban és kompromisszum keresésében, szerencse
sth.) fogjak végsd soron meghatarozni.

Noha sok mas koncepcid létezik a kooperativ jatékok megoldasara, nem olyan domi-
nans maédon, mint keletkezésekor, de a Neumann-Morgenstern-megoldas tovabbra is je-
lent6s szerepet tolt be sok konfliktushelyzet elemzésében.
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Gotz Gusztav

Neumann Janos jelent6sége a meteorologiaban

Neumann Janos sokrétld munkéassdgidban minddssze egy-egy villanas volt, amikor me-
teoroldgiai kérdesek foglalkoztattdk, &m ezek az epizddok meghatdrozo jelent6séglinek
bizonyultak a tudomanytertlet tovabbi fejlédésében. Ahogyan az id6jaras el6rejelzésé-
nek kérdését ma kezeljik, amiképp az éghajlat megvaltozasanak lehet6ségét napjaink-
ban elemezzik, alapjaiban kulénbdzik a Neumann tevékenységét megel6z6 idék gyakor-
latatol.

Amikor Neumann 1945 vége felé meggy6zte a princetoni Institute for Advanced Study
vezet6ségét, hogy véllaljon erkolcsi és anyagi elkdtelezettséget egy elektronikus szamitdgé-
pes terv megvaldsitasaért, az idéjaras-el6rejelzések készitése mar kdzel szazéves maltra te-
Kintett vissza. Neumann ezt az évszazados tevékenységet kivanta a szdmitastechnika alkal-
mazasaval gyokeresen atalakitani, 1ényegesen objektivebb alapokra helyezni. Milyen ne-
hézségekkel kellett az el6doknek megkuzdenilk az elképzelés valdra valtasahoz? Hogy a
valaszt vilagosan lassuk, menjunk vissza id6ben a kezdetekig.

1. Az idGjaréas-elOrejelzések készitéesének kezdetei

A véarhat6 id6jaras el6rejelzésére iranyul6 régi vagyat siirget6 igénnyé léptette el6 a Fe-
kete-tengerre 1854. november 14-én lesujto vihar, amely elsillyesztette a krimi haboruban
részt vevl, Szevasztopol ostroméhoz Balaklavanal felsorakozott angol-francia flotta 38 ha-
jojat. A katasztrofardl értesiilve, 111. Napdleon csaszar a périzsi csillagvizsgalé igazgatojat
bizta meg, hogy deritse ki, vajon el6re jelezhetd lehetett volna-e a szélvihar érkezése. A ne-
ves csillagasz, Urbain Leverrier akkor méar bamulatosan pontos progndzisarél volt hires:
néhany évvel kordbban kiszdmitotta, milyen palyan kell keringenie egy bizonyos témeg(,
ismeretlen bolygonak, hogy gravitaciés hatadsaval az Uranusz mozgasanak észlelt zavarai
megmagyarazhatéva valjanak - és Johann Gallé 1846-ban, az el6re jelzett helyen valdban
megtalalta a keresett, Neptunusz névre keresztelt égitestet. A csészari rendelet nyomén
Leverrier levelet intézett Eurdpa csillagaszaihoz és meteoroldgusaihoz, kérve 6ket, hogy
kildjenek el neki minden olyan adatot, amely a november 12-e és 16-a kozotti id6jarasra
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vonatkozdan a birtokukban van. A kapott 250 valasz alapjan megszerkesztette az els6 at-
tekintd id6jarasi térképeket, és megallapitotta, hogy a vihar, miel6tt megérkezett a Feke-
te-tengerre, nyugat fel6l, pontosan kdvethetéen atvonult a Foldkozi-tenger medencéje fo-
I6tt. Ezért 1855 februarjaban javaslatot dolgozott ki egy meteoroldgiai megfigyel6haldzat
Iétrehozasara, és az adatok tavirdn torténé dsszegy(jtésére.

Leverrier javaslatat a francia kormany kedvez6en fogadta. 1856-ra kiépult egy 24 &llo-
mas észleléseire tdmaszkodd nemzeti id6jelzd szolgalat, amelyhez kés6bb mas eurdpai al-
lamok is csatlakoztak. A célt a hajozas biztonsadgosabba tétele jelentette: a kikdt6kben hor-
gonyz6 hajokat arbocra felvont gdmbok és kiipok meghatarozott elrendez6dése figyelmez-
tette a varhat6 id6jarasi veszélyekre. Robert FitzRoy brit admiralist annyira elbiivélte a vi-
harjelzés feladata, hogy 1861-ben elkezdte a napi sajtéban nyilvanossagra hozni idgjaras-
elérejelzéseit. Ténykedése azonban nem aratott osztatlan sikert; azt sokan bomlaszténak,
a sarlatanok és csillagjosok tevékenységéhez tulsagosan kozelinek talaltak. Leverrier ma-
ga levelet irt neki, kérve, hogy ne diszkreditélja viharjelz6 szolgalatat. Nem tudjuk, ez a vé-
lemény hozzajarult-e ahhoz, hogy az admiralis 1865 aprilisaban, bluskomor rohamban 6n-
kez(ileg vetett véget életének. Az viszont tény, hogy haldla utan a londoni Royal Society a
brit kormanynak mind a viharjelzések, mind az id6jaras-el6rejelzések besziintetését java-
solta. A tudos tarsasag javaslatanak megvalositasat csak a tengerészek és a nagykdzonseg
tiltakozésa tudta megakadalyozni.

A tarsadalmi elvardshoz a kontinensen is alkalmazkodni kellett: az 1855 és 1880 kozott
sorra szervezdd6 nemzeti meteoroldgiai szolgalatok kozil nem egyet kifejezetten az id6ja-
ras-elrejelzések deklaralt feladataval biztak meg. Hazankban Trefort Agoston vallas- és
kdzoktatasi miniszter 1888 juniusaban kelt leiratdban hatalmazta fel a Meteoroldgiai Inté-
zet igazgatojat az iddjarasi szolgalat meginditasara, és az el6rejelzések az 1894-ben létre-
hozott Telefonhirmond6 napi programjaba is bekerlltek. Az évtizedek soran, a tudomany
és a technika fejlédésevel parhuzamosan, természetesen szépen gazdagodott az el6rejelzé-
sek mddszertana, egyre tobb megfigyelési adat egyre gyorsabban allt rendelkezésre. De az
alapvet6 eljaras Iényegében mit sem valtozott: megmaradt azon a szubjektiv tapasztalaton
alapul6 szinten, ami az els6 éveket is jellemezte. A gyakori tévedések miatt a kdzvélemény
a meteorologust nem ismerte el egy egzakt tudoméany mdivel6jeként.

2. Az id6jaras objektiv eldrejelzésének elsé kudarca

Kovethet6 lett volna-e mindjart a kezdetekt6l szubjektiv eljarasok helyett egy lényege-
sen objektivebb id6jaras-el6rejelzési technika alkalmazésa? Elvileg igen, hiszen ennek
maodjat Vilhelm Bjerknes norvég fizikus mér 1904 januarjaban felvazolta. Ma is érvényes
elgondolésat érdemes szd szerint idéznink: ,,Ha val6ban gy van, ahogyan azt minden ter-
mészettudomanyos alapon gondolkodd ember Vvéli, miszerint a Iégkér kés6bbi allapotai
torvényszer(ien a megel6zd allapotokbdl fejlédnek ki, akkor fel kell ismerniink, hogy a me-
teoroldgiai prognosztika problémaja ésszerli megoldasanak szlikséges és elégséges fel-
tételei a kovetkez6k: (1) Elegend6 pontossaggal ismerniink kell a [égkdrnek valamely id6-
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pontbeli allapotét. (2) Elegend6 pontossaggal ismerniink kell azokat a térvényeket, ame-
lyeknek engedelmeskedve az egyik légkdri allapot a méasikbol kifejlédik.”

A Bjerknes altal emlitett torvények - a Newton-féle impulzustétel, a témeg megmara-
désénak elve és a termodinamika elsg f6tétele -, tovabba az allapotjelz6k kozotti Gsszefig-
gést kifejez6 allapotegyenlet a 19. szazad kdzepén mar ismertek voltak. E torvények egyit-
tese alkotja a Iégkori folyamatok hidro-termodinamikai egyenletrendszerét, amely a leve-
g6 aramlasi sebességének, sirliségének és hdmérsékletének megvaltozasat matematikailag
leirja. A kezdeti feltételek ismeretében tehat elvileg nincs semmi akadalya a légkor allapo-
ta barmely jovébeli id6pontra térténd kiszamitasanak. De az egyenletek mindegyike (a
mozgasegyenletek, a folytonossagi egyenlet és a termodinamikai energiaegyenlet is), ma-
tematikai alakjat tekintve, nemlineéris parcialis differencidlegyenlet - az ilyen tipusi
egyenleteknek pedig nem tudjuk megadni a folytonos analitikus megoldasat. Es ezzel ke-
riliink szembe az objektiv id6jaras-elérejelzés elsé gyakorlati nehézségével: kozelité elja-
ras alkalmazésara kényszerilink. Ennek soran az allapotjelz6k térbeli differencialhanya-
dosait egy racshalozat diszkrét pontjaira interpolalt értékek véges kilénbségeivel (tavol-
sagndvekmeényekkel) helyettesitjlik, az id6 szerinti differencialhanyadosokat pedig szintén
véges idéndvekményekkel (id6lépcsékkel) kell kivaltanunk. Ez a kozelit6 eljaras a nume-
rikus integralas, amely annal pontosabb, minél kisebb (révidebb) véges kilonbségekkel ko-
zelitjuk a differenciadlhanyadosokat, ami viszont hatalmas szamtani miiveletsor elvégzését
koveteli meg.

Az egyetlen, kivételes egyén, akit nem riasztott el a feladat vazolt munkaigénye, az an-
gol Lewis Richardson volt. Mar javaban dult az els6 vilaghaboru, amikor hozzékezdett egy
j6l dokumentalt id6pont, 1910. majus 20-a reggel 7 6ras eurodpai id6jarasi helyzetének hat-
Orés tavra sz016 szamszer( el6rejelzéséhez. Mivel a protestans kvéker felekezet szigora er-
kolcsi szellemében nevelkedett és meggy6z6déses pacifista volt, elutasitotta a fegyveres
harcban vald kdzvetlen részvételt. Vallalta viszont, hogy a francia hadseregnek kolcsonzott
egyik ment6autd vezet6jeként sebesiilteket szallitson a frontvonal mégé. Szamitésait - az
egyenletek numerikus integréldsahoz szilkséges aritmetikai miiveletek ezreit - szabad 6réi-
ban, igen mostoha korilmények kdzott végezte (,,Iroddm egy halom széna volt az egyik
hideg pihenészallason” - irta késébb visszaemlékezéseiben). 1917 aprilisban, a cham-
pagne-i (itkdzet sorén, sikerilt kéziratat a frontvonal mdgé juttatnia, ahol azonban nyoma
veszett, és csak hdnapok multén leltek ra véletlentl Belgiumban, egy szénkupac alatt.

A munkarol sz6l6 részletes beszamolo6t 236 oldalas konyv forméajaban, 1922-ben jelen-
tette meg a cambridge-i egyetem kiaddja - annak ellenére, hogy az el6rejelzés tokéletes
kudarcnak bizonyult. ,,A legvadabb becslés sem allhatott volna tvolabb a realitastol!” - je-
gyezte meg fénoke. Sir Napier Shaw, a brit meteoroldgiai hivatal vezet6je, amikor meglat-
ta, hogy a szdmitasok a Neckar volgyének térségére hat ora leforgéasa alatt 145 hPa-os lég-
nyomas emelkedést eredmeényeztek. Ezt a redlis értéknél két nagysagrenddel nagyohh
(borzalmas vihart képvisel®) valtozast a kiindulasi mez&kben jelen levé nagyfrekvencias
gravitacioshullam-osszetevok idézték el6. Tovabba - amint azt Richardson maga is vilago-
san felismerte - a megfigyelések slirlisége és pontossaga egyszerlien elégtelen volt ahhoz,
hogy megbizhatd szamitasokat lehessen elvégezni. Sok-sok év telt el, mire a szakemberek
kideritették, hogy a nehézséget miként lehet megkerilni.

Hibatlan lett volna Richardson el&rejelzése, ha kiindulasi adatai pontosak és a gravita-
cios hullamoktol mentesek lettek volna? Ma maér tudjuk, hogy nem, de ennek okéra csak
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néhany esztend6t kdvetben, 1928-ban jott rd a neves német matematikus, a késébb az
Egyesiilt Allamokba kivandorolt Richard Courant, és két géttingeni munkatérsa,
Friedrichs és Lewy. Ennek az Ujabb gyakorlati nehézségnek a Iényege, hogy a légkdri fo-
lyamatokat korméanyz6 egyenletrendszer altalanos jellegd, tehat a meteoroldgiailag fontos
mozgasformakon kivil a légkorben terjedd hanghulldmokat és a gravitaciés hullamokat is
leirja. De mivel a nagytérség(i id6jarasi folyamatokat olyan altalanos allapot jellemzi,
amelyben a harom meghatéaroz6 erd, nevezetesen a gravitacio, a légnyomasi gradiens és a
Coriolis-er6 kozel egyensulyban van (és igy a légkérben - a nagy zivatarfelh6k kdrnyeze-
tétdl eltekintve - nem alakulnak ki jelentds gyorsulasok sem a fiigg6leges, sem pedig a viz-
szintes irdny mentén), ezért ezek a nagyfrekvencids hullamok nem jutnak dominans sze-
rephez. Hogy a szamitasok eredmeényei a redlis értéktartomanyon belul maradjanak, a got-
tingeni egyetem harom matematikusa szerint az alkalmazott tdvolsagnévekmény és idélép-
cs6 hanyadosa nem lehet kisebb a kdzegben fellépd, leggyorsabban terjedd hullamforma
sebességénél. Modelljéb6l Richardson a hanghullamokat kisz(irte, a masodpercenként 300
méter koruli sebességgel haladd gravitaeids hulldmok létrejottének lehetéségét azonban
nem akadalyozta meg. Ezért az altala hasznalt 200 kilométeres tavolsagnévekmény mellett
az id6lépcsének nem lett volna szabad nagyobbnak lennie 200 000/300 masodpercnél, te-
hat 10 percnél, azaz egy 24 6ras el6rejelzésnek 144 tizperces elGrejelzés sorozatabdl kellett
volna feléplilnie. Ezzel szemben 6 3 6rés id6lépcsét valasztott, ami - ha hosszabb tavra
folytatja elérejelzését - Ohatatlanul azt eredményezte volna, hogy a szamitasi instabilitas
kovetkeztében az allapotjelz6k szamitott értékei az id6 mualasaval elfutnak a végtelenbe: a
numerikusan szimulalt folyamat ,,felrobban”.

A meteoroldgiai irodalom egyik legkilondsebb, de egyben leggazdagabb fantaziaju
kdnyve végén Richardson hatalmas, szinhazteremhez hasonlito, képzeletbeli id6jarasi kdz-
pontot tar az olvasé elé, amelyben egymast valtva 64 000 ember dolgozik kézi kalkulato-
rokkal, hogy az elGrejelzést az id6jarasi eseményeket megel6zve készitse el. ,,A kddos jove
egy napjan talan lehetséges lesz a szamitasokkal az id6jaras haladasanal gyorsabban el&re
jutni, olyan aron, amely kisebb, mint az emberiségnek a nyert informéaciobdl szarmazé
megtakaritasa. De ez alom...” - irta.

Neumann J&nos volt az, aki segitett valora valtani ezt az 4lmot. Ennek azonban el6bb
meg kellett teremteni az elméleti meteoroldgiai el6feltételeit, ami viszont tébb mint két
évtizedet igényelt. A kor élenjaré szakemberei ugyanis, Richardson kudarcanak lattan, a
gyakorlatban teljesen jarhatatlannak itélték meg a Bjerknes altal felvazolt utat. Bernhard
Haurwitz chicagdi egyetemi tanar, az elméleti meteoroldgia elismert szakért6je gy véle-
kedett 1941-ben irt kényvében, hogy ,,a jov6beli id6jarasnak a termodinamika és a dinami-
ka egyenleteinek direkt alkalmazéséra épllé el6rejelzése ma nem sokat igér6 vallalkozas-
nak latszik”. Richardson kisérletére utalva, azt a kdvetkeztetést vonta le, hogy ,,a varhato
id6jaras dinamikai médszerekkel torténd kiszamitasa csak akkor valik majd lehetévé, ami-
kor mér hatarozottabban tudjuk, hogy adott feltételek esetén mely tényezéket kell figye-
lembe venni, és melyek azok, amelyek elhanyagolhatok”. Ez a nézet egészen addig uralko-
dott, amig fel nem tlint ismét egy kivételes egyéniség, ez alkalommal a Massachusetts In-
stitute of Technology professzora és Neumann jé baratja, a svéd szarmazasu Carl-Gustaf
Rosshy, aki a stockholmi egyetemen Bjerknes tanitvanya volt. Megjelent tovabba egy igen
tehetséges fiatalember, a San Franeisco-i szliletés(i Jule Charney, aki kés6bb a princetoni
Institute for Advanced Study-ban Neumann meteorol6giai programjanak vezet6je lett.
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3. A kudarc okainak elharitasa

Charney 1940-ben mér a kaliforniai egyetem Los Angeles-i részlege (a UCLA) doktor-
képz6 tanfolyaménak hallgatdja volt, amikor az egyetemre érkezett két norvég meteorolo-
gus, Jakob Bjerknes (Vilhelm Bjerknes gyamfia) és Jorgen Holmboe. Charney matemati-
kusnak késziilt, és az asztronautika teriiletén szeretett volna dolgozni. A meteorol6giarol
nem sokat tudott mindaddig, amig 1941-ben meg nem hallgatta Holmboe egyik, matema-
tikusoknak tartott el6adasat. Mivel megtetszett neki ez a szakteriilet, a pasadenai Califor-
nia Institute of Technology (a neves Caltech) tanardhoz. Kérméan Tddorhoz fordult tané-
csért, aki melegen ajanlotta neki a ,,sokat igér6” meteoroldgusi palyat. A 24 éves diak meg-
fogadta az aerodinamika vilaghir(i professzoranak javaslatat, ami azért is figyelemremélto,
mert ekkorra mar készen allt a matematikai témaju doktori tézisének jelentds része.

(Ehhez kapcsoldéddan érdemes visszaemlékezniink, hogy Karman annak idején Neu-
mann palyavalasztasaban is kozremdkoddott. Neumann 1921-ben érettségizett, és matema-
tikus szeretett volna lenni, &m a szigoru bankar atya, Neumann Miksa semmiképpen sem
akarta, hogy fia olyan targyat valasszon, amely nem kecsegtet gazdagsaggal. Ezért az akko-
riban az aacheni egyetemen oktatd baratjahoz fordult, hogy beszéljen a fidval, és gy6zze
meg, mennyivel hasznosabb az Uzleti palyan karriert befutni. Karman valészin(ileg nem az
a személy volt, aki alkalmas lehetett egy ilyen feladatra, de a végén mindharman elfogad-
tak azt a kompromisszumos javaslatot, hogy a kémia legyen az ifji Neumann egyetemi ta-
nulmanyainak targya.)

Uj disszertacidja osszeéllitisahoz Charney munkajanak alapjat Jakob Bjerknes és
Holmboe 1égkdri modellje képezte. A modell matematikai hatterét a két tudos ,,elszomo-
ritéan elégtelennek” ismerte el, igy Holmboe asszisztensére vart a feladat, hogy megalkos-
sa a mérsékelt dvi ciklonok keletkezésének egzakt képét. Emlitettiik mar, hogy a légkori
folyamatokat kormanyz6 nemlineéris egyenleteknek nem tudjuk felirni az altaldnos meg-
oldéasat. Egy hidrodinamikai egyenlet speciélis analitikus megoldasanak a meteoroldgiai
irodalomban leginkéabb innepelt sikerét Rosshy vivta ki magénak, amikor néhany évvel ko-
rdbban (egy szellemes linearizalasi kozelités alkalmazasaval) kimutatta, hogy ez a megol-
das, a mar jol ismert hanghullamok és gravitacios hullamok mellett, leir egy tébb ezer ki-
lométeres hulldmhosszlsagu, oOranként mindossze 15 kilométeres sebességgel terjedd
mozgasformat is. igy valt vilagossa, hogy az id6jaréasi térképeken megjelend ciklonok és an-
ticiklonok fejl6dése elméleti szempontbdl nem méas, mint ezeknek a (ma Rossby-hul-
lamoknak nevezett) képzddményeknek az amplitiddjaban és helyzetében bekdvetkez6
véltozas. E felfedezésre épitve, Charney zseniélisan oldotta meg a kapott feladatot. Erte-
kezése volt az, amely végre megadta a légkdr nagytérségl aramlési alakzatainak kialakula-
sara vonatkozé els6, igazan elhihetd mechanizmust, és amellyel 1946-ban elnyerte a dok-
tori fokozatot, majd emellé a nemzeti tudomanyos tanacs 6sztondijat is.

Osztondijas Utja soran Charney els6szor, Rossby meghivasanak eleget téve, a chicagoi
egyetem meteoroldgiai tanszékét latogatta meg, majd 1947 marciusanak végen athajozott
Norvégiaba, és az osloi egyetem asztrofizikai intézetében a hidrodinamikai egyenletek nu-
merikus integralasanak kérdéseit kezdte tanulmanyozni. Abbdl az észrevételbdl indult ki,
hogy az alkalmazott hidrodinamika mas agaiban dolgozd kutatdk sikeresen sz(irték ki a tel-
jes hullamspektrum érdektelen zajnak min@sil6 részét az alapegyenleteknek az altaluk
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vizsgalt mozgéasok jellemzGire alapozott egyszer(sitésével. A 1égkdrnek az 1d6jarés alakita-
séban els6dleges szerepet jatsz6 mozgasaira négy, az egyenletek egyszer(isitéséhez alapot
nyujtd, jellemzd vonas sorolhatd fel: e mozgasformak kozel vizszintesek, kdzel hécsere-
mentesek, tovabba egyik iranyban sem Iépnek fel szamottevé gyorsulasok. A fligg6leges
iranyl gyorsulasok elhanyagolasat a Richardson altal is alkalmazott hidrosztatikus kozelités
bevezetése (a fliggbleges nyomasi gradiens és a gravitacié egyensulyanak feltételezése) je-
lenti, ami egyben biztositja a hanghullamok kisz(irését. A vizszintes mentén fellép6 gyor-
sulasok elhanyagolésa a vizszintes nyomasi gradiens és a Coriolis-er6 egyensulyanak el6-
irasaval (a geosztrofikus kdzelitéssel) érhet6 el. Ekkor az egyenletek numerikus megoldasai-
ban nem jelennek meg gravitacios hullamok. Am amig a hidrosztatikus egyensuly feltéte-
lezése igen j6 kozelités (csak a zivatarfelh6kdn belil nem alkalmazhatd), addig a
geosztrofikus kozelités alkalmazasaval eleve kizarjuk a mozgas megvaltozasanak lehet6sé-
gét: geosztrofikus légkdrben soha nem alakulnanak ki id6jarasunk alakulasanak elsédleges
meghatarozoi, a ciklonok és anticiklonok. igy a gyorsulasi tagok teljes elhanyagolasaval -
Charney hasonlatét idézve - ,,a flird6vizzel egyltt a gyereket is kiontjiik”. Ezt a problémat
6 ugy kertilte meg, hogy a horizontalis gyorsulasokat a mozgasegyenleteknek csak bizonyos
tagjainal hagyta el; ez az eljaréas aztan a kvazi-geosztrofikus kozelités néven honosodott meg.

Charney, visszatérve Osl6bdl, nagyszabdsi munkajat mar Neumann Janos mellett, az
Institute for Advanced Study-ban fejezte be. Es 1949-re a meteoroldgia elméletileg készen
allt arra, hogy az id6jaras el6rejelzésének Vilhelm Bjerknes altal kijel6lt modszere, kell§
szamitastechnikai segédlet birtokdban megvaldsuljon.

4. Sikeres el6rejelzési kiserletek az ENIAC-en

Neumann Janos - a projektiv geometriaban maradandot alkotd - Oswald Veblen meg-
hivéasara, 1930-ban érkezett meg kvantumelméletet el6adni a New Jersey allambeli prince-
toni egyetemre. Alig egy esztend6vel kés6bb - 28 esztendds kordban - rendes tanari kated-
rat kapott, és ezzel 6 lett az orszag legfiatalabb kinevezett professzora. 1933-ban elfogad-
ta ugyancsak Princetonban, abban az évben megnyitott Institute for Advanced Study hat
matematikaprofesszori allasanak egyikét, amelyet halalaig megtartott, és amellyel Albert
Einstein kdzvetlen kollégajava valt. A harmincas években behatdan foglalkozott a folyadé-
kok és gazok szuperszonikus turbulens aramlasanak, valamint a I6kés- és robbanasi hulla-
mok terjedésének kérdéseivel. Abban az id6ben e terilet egyik vezet6 szakértéjének tar-
tottak. Még 1937-ben amerikai allampolgarsagot szerezve kerilhetett kapcsolatba 1943-ban
a Manhattan-terwel, és igy az els6 atombomba el8allitasara létrehozott Los Alamos-i
kutatécsoport tagja lett. Az &llampolgéarsdg elnyeréséhez érdekes anekdota f(izédik.
Neumann és Kurt Godel (a matematikai logika osztrak szarmazésu, kiemelked6 mive-
I6je) Ugyét Oskar Morgenstern karolta fel, az a német sziletés(i matematikus és kdzgaz-
dész, akivel Neumann kés6bb, 1944-ben a jatékelméletrél és a kozgazdaségi viselkedésrol
sz616 hires mivet megalkotta. A bevandorlasi hivatal felé autzva, ahol mindkettéjiknek
bizonyitaniuk kellett, hogy ismerik az Alkotméanyt és a nemzet torténelmét, Morgenstern
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megkérdezte &ket, van-e valami kérdésiik, amiben segithetne. Godel azt valaszolta, hogy
kérdése nincs, viszont taldlt néhany logikai ellentmondast az Alkotményban, amelyrdl
majd szeretné hallani a bevandorlasi hivatalnokok véleményét. Morgenstern azt ajanlotta,
hogy ink&bb ne tegyen fel kérdéseket, hanem csak valaszoljon nekik!

Philadelphiaban, a pennsylvaniai egyetem Eliakim Moore matematikus nevét viseld vil-
lamosmérnoki karan, 1943 majusaban kezdddott el a hadsereg tiizérségi agazatanak a ma-
rylandi Aberdeenben levd ballisztikai kutatélaboratdriuma szdmaéra az els6, teljesen elekt-
ronikusan miikod6 szamitogép, az ENIAC épitése.

/. dbra. A latogatok és résztvev6k 1950-ben az ENIAC sz&mitasokban. Balréljobbra: H. Wexler, Neumann Janos, M
Frankéi, J. Namias, J. Freeman, R. Fjortoft, F. Reichelderfer és J. Chamey. A fot6 az ENIAC el6tt készlilt. Wexler,
Freeman, Namias és Reichelderfer 1atogatok a Meteorolégiai Intézetbl. G. Platzman és J. Smagorinsky hidnyoznak.

Neumann mar kordbban szoros kapcsolatba keriilt a ballisztikai laboratériummal: szak-
értelme révén 1937-ben a konzultansa lett, 1940-ben pedig a tudomanyos tanacsadé testii-
let tagjava nevezték ki. 1944 nyaran azért érkezett Aberdeenbe, hogy egyeztesse a Manhat-
tan-terv szamitasi igényeit és az ENIAC el&iranyzott teljesit6képességét, tovabba, hogy at-
vegye a Philadelphidban megval6sitandé EDVAC-terv konzultansi tisztét. Tanulmanya-
ban - amelyre ma mindenki annak elsd szavaival {First Draft ofa Report on the EDVAC...)
hivatkozik - els6ként foglalta egységes keretbe a korszer(i szamitdgépek ismérveit, koztiik
a kettes szamrendszer alkalmazasat, a memdria, a programtarolas és az utasitasrendszer
hasznalatat.

A vilaghabori befejez6dését kdvetden az ENIAC ket f6 konstruktére, John Mauchly
matematikus, tervez6mérnok és J. Presper Eckert villamosmeérnok folytatta az EDVAC-
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programot. A péros létrehozta a szdmitogépipar egyik elsé amerikai 6ridsat, a UNIVAC
céget. Neumann visszatért Princetonba, ahol - Veblen professzor hatékony kézremkddé-
sével - még 1945 vége el6tt sikerlilt elérnie az Institute for Advanced Study igazgatéjanal,
Frank Aydelotte-nal, hogy véllaljon erkélcsi, valamint szazezer doll&ros pénziigyi elkotele-
zettséget egy elektronikus szamitdgépes terv megvaldsitasaért. A Radio Corporation of
America (RCA) vezet6sége, értestilve a tervrél, hasonl6 dsszeget ajanlott fel annak tdmo-
gatdsara. A projekt célja egy valdban korszer(i, adat- és programtarold, grafikus megjele-
nitésre is alkalmas, parhuzamos rendszer( elektronikus digitalis szamitégép megszerkesz-
tése volt. Ez a tipusi munka igencsak rendhagyd tevékenyseget jelentett az intézet kolos-
tori falai kozott, ahol az alapitd néhany gazdag Uzletember szandékainak megfeleléen ki-
zarblag brilians agyu tuddsok - koztilk 1955-ben bekdvetkezett halalaig Albert Einstein -
csendes, elvont szellemi alkotomunkaja folyt. A tervezés 1946 elején indult el. A logikai és
matematikai vonatkozasi munkat Neumann helyettese, Herman Goldstine iranyitotta (aki
a habord alatt ballisztikai szakért6ként, szdzadosi rangban az ENIAC épitésének katonai
Osszekotbje volt, és akivel Neumann 1944 nyaran véletlenll ismerkedett 6ssze az ab-
erdeeni vasutallomason), a vezeté mérnok pedig Julian Bigelow volt. A gép 1951-ben mar
dolgozott, de operativ miikodését tinnepélyes formaban csak 1952. janius 10-én jelentették
be. Neumann a berendezést, amely logikai felépitésével a legtobb késébbi szamitdégép pro-
totipusava valt, intézete nyoman mindig IAS gépnek nevezte. Kollégai azonban - amint
George Cressman, az amerikai nemzeti id6jarasi szolgalat kés6bbi igazgatdja az egyik
visszaemlékezésében irja - maguk kdzott egyszer(ien Johnniac néven emlegették. (Létezett
késébb egy szamitogép, amely hivatalosan is a JOHNNIAC nevet viselte; ezt 1954-ben, a
Rand Corporation laboratériumaban épitette meg Willis Ware, Neumann egyik tisztel6je
és volt munkatérsa.)

Neumann-nak kezdett6l fogva eltokélt szandéka volt, hogy jelentds er6feszitéseket tesz
a hidrodinamikai egyenleteken alapuld, objektiv id6jaras-elérejelzés tgyének elémozdita-
séban: ,,Adjatok egy szinte megoldhatatlan problémat, és én gondoskodom rola!” - szélt a
neki tulajdonitott mondat. Megkllonbdztetett figyelmét a meteoroldgiai prognosztika az-
zal érdemelte ki, hogy abban - nem kis mértékben Rossby hatéséra - a leginkdbb komp-
lex és nemlineéris problémat latta, amit barki valaha kigondolt, és amely hosszU ideig je-
lent majd kihivast még a leggyorsabb szdmitdberendezések szdmaéra is. 1946 majuséaban, te-
hat alig néhany hdnappal szamitogépes tervének indulasat kovetben elérte, hogy Aydelotte
eljuttassa javaslatat a hadsereg haditengerészeti dgazatanak kutatasi és talalmanyi irodaja-
hoz. irdsdban azzal a gondolattal allt el6, hogy a hadligy timogathatna egy, az intézeti terv
keretében megvaldsitandé meteoroldgiai programot. Neumann javaslatanak szOvege a
szamszer( id6jaras-prognosztikanak a leglatnokibb jov6képe volt Richardson kényvének
megjelenése 6ta. Els6 sorait idézve: ,,A program célja a dinamikus meteoroldgia elméleté-
nek megvizsgalasa annak érdekében, hogy azt alkalmassa tegye a maris rendelkezésre al-
16, és a jovBben val6szindleg egyre inkdbb hozzaférhetévé valé nagy sebességl elektroni-
kus digitalis szamitasok automatikus elvégzésére. Varhatdan ezek a vizsgalatok arra is jel-
zéseket adnak majd, hogy milyen - akar laboratériumi tipusu, akar terep jellegli - tovabbi
megfigyelések sziikségesek az ilyen nagy sebességli szamitadsokkal tamogatott elméleti
munka még hatékonyabba tételéhez... A multban gyakorlatilag semmi nem motivalta,
hogy matematikai és analitikai szinten kidolgozzak a meteoroldgia elméletének azokat a
részeit, amelyeknek a val6ban hatékony gyakorlati alkalmazéasa 1000-100 000-szer gyor-
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sabb szamitasi modszereket igényel annal, ami abban az idében lehetségesnek tlint! Az el-
mélet teljes Ujboli attekintése vagy Ujraértékelése ezért elengedhetetlen el6feltétel.”

A haditengerészet késznek mutatkozott az 6t vagy hat tehetséges fiatal szakember rész-
vételére alapozott program évi 61 000 dollaros kéltségvetésének a biztositasara, igy a mun-
ka 1946. julius 1-jén kezdetét vehette. Neumann a kovetkez6 honapban Rossby segitségé-
vel hozzalatott olyan meteorolégusok felkutatdsdhoz, akiknek a kozrem(kddésére szamit-
hatott. Az els6 1épést egy Ulés megrendezése jelentette, amelyet egyszer(ien ,,meteorol6gi-
ai konferencianak” neveztek. Ezt az Institute for Advanced Study falai kdzott, 1946. au-
gusztus 29-én és 30-an tartott dsszejovetelt ma torténelmi eseményként, az objektiv id6ja-
ras-prognosztika els6 konferencigjaként tartjuk szamon. A mintegy hisz résztvevd kozott
ott volt az Egyesiilt Allamokban dolgozé elméleti meteoroldgusok elitje, olyan személyisé-
gek, mint Haurwitz és Rosshy, aki Charney-t is magaval hozta Chicagobdl, hogy a fiatal ku-
tatét Neumann-nal dsszeismertesse. A konferencian torténtekrél ma mar csak egy rovid,
gépelt négyoldalas emlékeztet6bdl tajékozddhatunk, amely példaul Rossby protezsaltja-
nak kdzremiikodését a ,,Dr. Charney néhany meglehetésen elvont problémat vetett fol”
mondattal 6sszegezi.

Megalakult a princetoni meteorolégiai kutatocsoport. F& eréssége az els6 két évben az
Egyesilt Allamok légierSinek egyik katonameteorolégusa, Philip Thompson volt; & irta
meg kés6bb, 1961-ben a modern iddjaras-el6rejelzés alapjairdl szolo els6 konyvet. Sajat
kérésére kerllt a csapatba; el6z6leg a UCLA-ben végzett kutatasokat, és a New York Times
Magazine riporterének Neumann-nal és Vladimir Zworykinnal, az RCA képvisel6jével ke-
szitett interjujabol értesilt a princetoni szamitdégép-fejlesztési tervekrél. Thompson még a
Los Angelesben toltott idokben baratkozott 6ssze Charney-val, aki 1947 tavaszan, Utban
Oslo felé, megallt néhany napra Princetonban. A két barat kés6 éjszakaba nyuldan, meg-
szamlalhatatlan korso6 sor tarsasagaban vitatta meg, hogyan kellene a kormanyzo egyenle-
tekben a gravitacids és hanghullamokat a Rossby-hullamoktél elhatarolni. Neumann ez al-
kalommal talalkozott mé&sodszor Charney-val, és igen j6 véleményt alakitott ki magaban a
lelkes ifju kutatorol. igy amikor egy évvel kés6bb Thompson princetoni kiildetése a vége
felé kdzeledett, és felmeriilt az utodlas kérdése, szinte magatol értetédéen kindlkozott a
megoldas: az Osloban dolgoz6 6sztondijas meghivasa Princetonba. igy is tortént. Norvé-
gidbdl hazatérve, Charney 1948 jaliusaban érkezett meg, és a meteoroldgiai kutatocsoport
vezet6jeként az intézetben maradt nyolc éven a4t mindvégig, egészen a numerikus prog-
nosztikai program befejez6déséig.

1949 nyaranak végeén csatlakozott a kutatocsoporthoz a norvég meteorologai intézet ki-
vételes matematikai adottsdgokkal rendelkezd képvisel6je, Ragnar Fjortoft. Charney és
Fjortoft, Neumann személyes kdzrem(ikddésével, nyomban hozzakezdett egy realis kezd6-
feltételekre alapozott szamszer( id6jaras-elérejelzési kisérlet megtervezéséhez. Mivel eb-
ben az id6ben a Princetonban épuld 1AS szamitdgép még tavol allt a gyakorlati alkalmaz-
hat6sagtol, a numerikus integracios szamitasok elvégzésére csak a Philadelphiaban, 1945
decemberében egy Los Alamos-bdl érkezett siirg6s probléma megoldaséara elinditott
(majd hivatalosan 1946 februarjaban felavatott) ENIAC kerllhetett sz6ba, amelyet 1947-
ben atszallitottak az aberdeeni kisérleti bazisra.

A torténelem két ENIAC-expediciordl emlékezik meg. Az elsé 1950 méarciusanak elsd
vasarnapjan kezdddott, amikor egy hat f6b6l allo lelkes csapat jelent meg Aberdeenben,
hogy részt vegyen egy emlékezetes probalkozasban; Richardson dlméanak megvalGsitasaban.
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2. dbra. Elektronikus Numerikus Integrator és Szamitogép (EN/AC), 1948. jalius 7. Ballisztikus Kutatdlaboratérium,
Aberdeen Proving Ground, Aberdeen, Maryland.

A Kisérlet napi huszonnégy o6ran at, csak rovid megszakitasokkal, 33 napon keresztil
folyt. A nyolcoréas valtasban dolgozd csapat gerincét Charney, Fjortoft és Neumann alkot-
ta, akik e hosszl jatszma forgatdkonyvét irtak, tovabba Joseph Smagorinsky és George
Platzman, akik John Freeman tarsasagaban a programozasi munkat felgyelték (Rossby
1947 Gsze 6ta mar inkabb a stockholmi egyetemen alapitott tanszékén tartézkodott, de 14-
én eljott meglatogatni 6ket). A programozast hatalmas vezérl6pulton, kézi dugaszolassal
és kapcsolokkal kellett elvégezni, és e miivelet sajatossagai kozé tartozott, hogy azt valami-
Iyen okbdl nem volt szabad megszakitani, hanem a gép folyamatos beavatkozast igényelt.
A gép egy-egy dsszeadast 0,2 ms alatt, szorzasokat 2-3 ms alatt végzett el. Az el6rejelzésre
vonatkozd szédmitas, amely az id6lépcsénként végrehajtandé 16 miveleti blokk negyedik
tagja volt, egy 15 x 18-as racshaldzat 270 pontjanak mindegyikére harom lyukkartya leol-
vasésat kovetden tortént meg. Ennek sorén a lyukkartyaolvasé harom, jol hallhaté kattano
hangot adott, amit egy valamivel hosszabb id6 kdvetett, amelynek sordn az ENIAC elvé-
gezte az el@irt szamtani mlveleteket. A ciklikus munka sebessége olyan volt, hogy a terem-
ben tartdzkodok a kattandsokra kdnnyedén eljarhattdk a feszes ritmusd gyors tanc, a
dzsigg haromlépéses véltozatat. Egy, méara mar feledésbe merilt okbol mindenki meg-
kénnyebbdilt, amikor mindegyik id6lépcsében az emlitett négyes szdmu mdveleti blokk el-
érkezését a kértyaolvasoé hangosan jelezte - és a visszaemlékezések szerint az operatorok
nem egy esetben valoban élénk tancra perdiiltek.

Most mér a hidrodinamikai egyenletek numerikus integralasaval végll megszuletett az
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500 hPa-os szint (az 5500 m-es magassag) aramlasi mezejének els6 négy eredmenyes, 24
Orés elbrejelzése Eszak-Amerika térségére, mégpedig 1949 els6 két hdnapjanak négy kiva-
lasztott napjan végzett mérések tényleges adataib6l kiindulva.

i. abra. Az ENIAC gépen elkészitett els6 négy numerikus el6rejelzés egyike: az 500 hPa-os szint 1949. januar 5-én 0300
GMT érakor megfigyelt llapotanak 24 6ras prognoézisa, (a) A szint magassadganak és az &ramlas orvényességének ki-
indulé eloszlasa; (b) a magassag és az drvényesség 24 6raval késébb megfigyelt eloszlasa; (c) a magassag folytonos
gorbékkel jelolt megfigyelt és szaggatott gorbékkel jelélt szamitott 24 6ras megvaltozasa; (d) a magassag és az orvé-
nyesség eloszlasdnak a 24 6raval késébbi id6pontra szamitott képe.

A maratoni kisérlet soran természetesen szamtalan nehézséget kellett lekiizdeni; az
ENIAC hibamentes futasideje atlagosan csak egy-két 6ra volt, mig a javitas gyakran sok-
sok orat igényelt, és l1épten-nyomon felmeriltek programozasi nehézségek, sét olykor ki-
sebb balesetek is. Mindezt egy 41 oldalas, kézzel vezetett kis eseménynapl6 régziti, amely-
nek utolsé lapjara jegyezzilk be az utdkor itéletét: Az objektiv, szamszer( id6jarés-prognosz-
tika megvalésitasa ezennel a realitasok talajara lépett!

A munkarol Charney, Fjortoft és Neumann részletes beszamolot irt a Rossby altal ala-
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pitott sved geofizikai folydirat, a Tellus 1950. évi 4. szamaban. Megemlitik, hogy a négy, 24
oOrés el6rejelzés elkészitése sordn mintegy 100 000 standard IBM-lyukkartyét gyéartottak,
tovabba egymillié szorzast és osztast végeztek el (és ezek a szamok megduplazédnak, ha az
elézetes kisérleteket is szamitasha vessziik). Mivel az el6rejelzési modellbdl a gravitacios
és hanghullamokat kisz(irték, a szamitas stabilitasat - a Courant-Friedrichs-Lewy-féle kri-
tériumnak Neumann éltal a feladathoz tortént igazitasaval - 3 dras id6lépcsénél is sikertlt
biztositani. Egy-egy 24 6réas el6rejelzés szamitasi igénye a gépen még igy is 24 6ra volt, te-
hat csak az id6 malasaval sikerllt ,Iépést tartani”. Ezt azonban az id6jaras elGrejelzése
szempontjabdl nem tartottdk kidbranditénak; tudtak, hogy az épuld IAS gép lényegesen
gyorsabb szamitast tesz majd lehetévé. A tanulmanyhoz csatolt kbszénetnyilvanitas szerint
a munkat Neumann felesége. Dan Klara is segitette. O az ENIAC gépre torténé kodolasi
eljarashoz és az elkésziilt kod ellendrzéséhez nydujtott Utbaigazitast.

A masodik ENIAC-expediciot Platzman és Norman Phillips 1951 juniuséban szervezte
meg. Célja egy numerikus eljaras kiprdbalasa volt, amire az els6 expedicié sordn mar nem
jutott id6. Ezzel a kisérlettel az ENIAC meteoroldgiai szereplése befejez6dott. A gép
1955-ig m(kodott, azutan lebontottak; 1962 Gta a washingtoni Smithsonian Intézetben van
kiallitva.

Charney, Fjortoft és Neumann tanulmanya hatalmas érdeklédést valtott ki. 1952-ben az
Institute for Advanced Study meteoroldgiai kutatdcsoportjan kivil mar harom olyan jelen-
t6s kdzpont mikddott a vilagon, amely figyelmét a numerikus id6jaras-prognosztika kér-
déskorére dsszpontositotta. Aztdn az 1950-es évek vége felé, részben a szdmitdgépes tech-
nika fejl6désének, részben a Iégkori modellek fokozatos tokéletesedésének kdszonhetben,
szamos nemzeti meteoroldgiai szolgalat jutott arra az elhatarozasra, hogy az objektiv prog-
nosztikai modszert bevezeti az operativ id6jaras-el6rejelzések készitésének folyamataba. A
modellek ebben az id6ben a nagy térségii légkéri mozgasok naponkénti valtozékonysaga-
nak nagyjabol a 65 szazalékat voltak képesek helyesen leirni, tehat még tavol voltak attol,
hogy a gyakorlott el6rejelzési szakemberek mélté versenytarsaiva valjanak. A helyzet in-
kabb az volt, hogy ezek a hagyomanyos eljarason nevelkedett el6rejelzék az dsszes addig
hasznalt segédletik mellé olyan Gj informéciét kaptak, amire ranézhettek, és elmondhat-
tak, hogy ,,nos, ez az, ami a szamitdgép szerint torténni fog”. Azutan belatasuk szerint fel-
hasznaltak vagy elvetették ezt az informéaciot.

Ezekben az 1950-es években a hagyomanyos szubjektiv el6rejelzési technika, valamint a
Neumann-féle dinamikus el6rejelzési technika mellett 1étezett egy harmadik mddszer is, a
statisztikus prognosztika. Ez utobbi legelterjedtebb tipusa a linearis prognosztika volt. Az
ilyen regresszios eljarassal példaul X varos holnapi hémérséklete egy a allandd, plusz egy
Y varos valamely b allanddval szorzott mai h6mérséklete, plusz valamely Z hely ¢ allandé-
val szorzott tegnapi légnedvessége, plusz mas hasonlo tagok forméajaban allithatd el6, és az
allanddk optimalis értékének megbecslésére régen kidolgozott, j6I megalapozott matema-
tikai modszerek alltak rendelkezésre. A statisztikus el6rejelzések készitésének hivei nem
hittek abban, hogy a Neumann-féle dinamikus el&rejelzési technika felilmulhatja az 6
modszereiket, de természetesen csak az idd és a konkrét tapasztalat adhatott valaszt a kér-
désre, hogy nekik van-e igazuk vagy Neumann csapatanak. A helyzetet azonban kiélezte,
hogy az Ujsagok szenzacidként kezelték a szamitdgépes progndzisok kezdeti sikereit, és
olyanokat irtak, hogy a szamitégép belathatd idén beliil megoldja akar a tetsz6legesen
hosszl tavra szolo el6rejelzések feladatat is. Ezen a ponton Norbert Wiener, a Massachu-
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setts Institute of Technology (MIT) matematikaprofesszora sziikségét érezhette annak,
hogy a témardl elmondja sajat véleményét. 1956-ban, a kaliforniai Berkeley-ben Nemline-
aris el6rejelzés és dinamika cimmel el6adast tartott, és abban ramutatott, hogy a légkéri fo-
lyamatok dinamikai el6rejelzése az a tipusu feladat, amelyhez elégtelen szamu, pontatlan
megfigyelés all rendelkezésre, ezenfellll a folyamatok nemlineérisak, tehat csak kozelit6
modszerek johetnek szamitasba; mindebbdl pedig 0sszességében a lehetséges hibak széles
skalaja adddik. Kovetkeztetését sz6 szerint idézve: ,,Rossz eljaras azt a tipusl tudomanyos
modszert, amely az asztrondmia vagy a ballisztika preeiz, sima miikddéséhez tartozik,
olyan tudoményra alkalmazni, amelyben a hibak statisztikaja széles, a megfigyelések pon-
tossaga pedig csekély. A félig egzakt tudomanyokban, amelyekben a megfigyelések ilyen
jellegliek, az eljarasnak kifejezetten statisztikusnak, és a csillagaszatban hasznaltnal kevés-
be dinamikusnak kell lennie.”

Ezt a megnyilatkozast tobbféleképpen lehetett felfogni. Példaul William Aspray abban
a konyvében, amely Neumann Janos munkéssagardl szol, és az MIT Press gondozasaban,
1990-ben jelent meg, az esetet Ugy allitja be, mintha Wiener megtamadta volna a ,,Neu-
mann-féle iranyvonalat”. Raadasul a tamadas mogé odavetithette az Egyesiilt Allamok
egyik legkivaldbb oktatasi intézménye, a 19. szdzad kdzepén Cambridge-ben alapitott
Massachusetts Institute of Technology hatalmas presztizsét. Erre, a Harvard Egyetem
szomszédsagaban, a Charles folyd partjan épult intézményre, amelyet valaha egyszeriien
Boston Tech-ként emlegettek, de ma mar mindenki csak MIT-ként ismer, Erich Segal, az
iro szavait idézve, ,,azok, akiknek hite szerint a tudomany vallas, Ugy tekintenek, mint a tu-
domany Vatikanjara, ahol Nobel-dijasokbdl all a bibornoki testilet”.

Maésok viszont (gy lattak, hogy Wiener, a neves matematikus, a kibernetika egyik meg-
teremt6je (az elnevezés is téle sz&rmazik) konstruktiv véleményt fejtett ki, amelyre érde-
mes odafigyelni. Hosszabb id6 utan visszatekintve, ezt még inkabb igy értelmezhetjik,
mert a dinamikai tabor és a statisztikus tabor vitaja is hozzajarult ahhoz a nagyjelent6sé-
gd, uj felismeréshez, amely nemcsak az id6jaras-el6rejelzések modszertananak Uj alapok-
ra helyezését, hanem egész természetszemléletiink bizonyos fok( atértékelését is maga
utan vonta.

5. Determinisztikus valdszinlségi idGjaras-elérejelzések

Bar az 1950-es évek kozepén az MIT meteoroldgiai tanszékén oktat6 Edward Lorenz
maga is statisztikus meteoroldgusként tevékenykedett, de nem osztotta kollégainak a reg-
resszios eljarasok folényét vallé nézetét, amelyhez szdmukra a f6 hivatkozasi alap Norbert
Wiener el6adasa volt. Ugy vélte, hogy Wiener éllitasait, amelyek ,,bizonyara korrektek vol-
tak, de nem a legegyszer(ibben érthetd nyelven voltak leirva”, sokan félreértelmezték. 1956
augusztusaban, a Wisconsin allambeli Madisonban nagyszabasu tavprognosztikai értekez-
letet rendeztek, amelyen megjelentek a statisztikus el6rejelzd kdzosseg jeles kepviselbi is.
Lorenz a maga el6adasdban javasolta a Wiener-féle allitdsokra hivatkozd nézet ellen6rzé-
sét olyan modon, hogy kivalasztasra kerill a prognosztikai jelleg( hidrodinamikai egyenle-
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leknek egy hatarozottan nemlinedris rendszere. Szamitogéppel megvalosithatd ennek a
rendszernek a hosszU tavi numerikus integracidja, és ezutan, a megoldasokat gy tekint-
ve, mint hogyha valdsagos Iégkdri allapotjelz6k értékeinek megfigyelt id6beli sorozata len-
ne, az ismert eljarasok alkalmazéasaval ellendrizhetévé valnak a statisztikus prognosztika
optimalis lineéris el6rejelzési formuldi. Ha ezek a formuldk valdban folérnek barmelyik
mas tipusl el6rejelzési eljarassal, akkor tokéletesen kell miikddniik, hiszen a kivalasztott
nemlineéaris dinamikai rendszer segitségével barki tokéletesen ,,prognosztizalni” tudja az
értékeket, egyszerlien Ugy, hogy ugyanazokkal a kezdeti feltételekkel masodszor is lefut-
tatja a szamitdgépes programot.

Elgondolasanak megvalésitasahoz Lorenz maga kezdett hozza. Elsé dolga a megfelel6
prognosztikai egyenletrendszer kivéalasztasa volt. Ebben hivatdsos meteoroldguskent és
amat6r matematikusként jart el. Noha a kisérlet elvégzéséhez a nemlineéris rendszerek
széles korébdl elvileg barmelyik alkalmas lett volna, azt remélte, hogy vizsgalddasa soran
bizonyos részeredmények is elérheték, ha egy olyan bonyolultabb, meteorolégiai értelem-
mel rendelkez6 egyenletrendszert valaszt, amelyik hasonlit a 1égkoér nagy térség viselke-
dését szimulal6 egyenletek rendszerére. Hosszas keresgélés utan egy f2 valtozét tartalma-
z0 egyenletrendszer mellett kotott ki, amelynek integrélasaval beigazolddott gyanidja. A
standard statisztikus eljarasokat az igy generalt adatokra alkalmazva, azonnal kiderlt,
hogy a linearis el6rejelzési technikéak tavolrol sem tokéletesek.

A meteoroldgiai jelentéssel is bird nemlinearis egyenletek megvalasztasanak igazi gyi-
molcsei ekkor kezdtek beérni. Az egyenletek megoldasait ,,1égkdri adatokként” is értel-
mezni lehetett: a numerikus eljaras a 1égkor allapotjelz6inek értékeit (az ,,id6jarast”) hat-
oOras id6kozonként 1éptette el6re. Az adatok elemzése nagyon hamar nyilvanval6va tette a
modellezett id6jaras alakulasanak teljesen szabalytalan, latsz6lag véletlenszer( jellegét. Ez
az irregularis viselkedés a meglepetés erejével hatott, mivel a determinisztikus el6rejelzé-
si modell autondm rendszert alkotott, azaz nem tartalmazott semmiféle idében valtoz6
kiils6 kényszert; az id6jaras aperiodikus valtozékonysagat a rendszer bels§ mechanizmusai
szabalyoztak. Ezzel adott is volt az els6 részeredmény, amelyet kés6bb szamtalan kisérlet
igazolt, és amely egy nagyon fontos tényre tanitott meg benniinket: a Iégkor alapvetd kva-
litativ tulajdonsaga az irregularis szabad valtozékonysadg. Az id6jaras és az éghajlat szabaly-
talan ingadozésainak nem sziikségszer( feltétele a I1égkdrre hatd killsé kényszerek (példa-
ul a naptevékenység, a vulkantevékenység vagy az emberi tevékenyseg) valamelyikének
szabélytalan véltakozéasa, de még az sem, hogy barmelyik kils6 kényszer megvaltozzék.

De az igazi meglepetés még hatra volt. Kisérletsorozata egyik pontjanal Lorenz elhata-
rozta, megismétli a szamitas egy szakaszat, hogy részletesebben is megvizsgalhassa a tor-
ténteket. Megallitotta szamitdgépét, betdplalta a szimoknak azt a sorozatat, amit a gép va-
lamivel korabban, ennek az érdekes szakasznak az elején Kkiirt, és ezekkel a kezdeti felté-
telekkel Ujra elinditotta a most mar részletesebb id6beli bontast biztosito futtatast. Sajat
gépe (amely akkortajt, tobb mint hisz évvel a személyi szamitdgépek piaci megjelenése
el6tt, igencsak ritkasag volt), egy Royal-Mc Bee LGP-30 tipusu, irdasztal méretii beren-
dezés, kellemetlen zajt okozva m(ikodott. Ezért egy kis csondre vagyva, lesétalt a hallba egy
csésze kavét meginni, majd Ugy egy 6ra mulva tért vissza szobajaba. Ez id6 alatt a gép nagy-
jabol két honap id6jarasat produkalta. A kinyomtatott szamok azonban egyéltalaban nem
hasonlitottak a korabbi futtatasnal adédottakra. Lorenz azonnal az egyik elektroncsé ki-
merilésére vagy valamilyen mas géphibara gyanakodott. Miel6tt kihivta volna a szervizt.
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Ugy gondolta, hogy megprobalja maga megkeresni, hol térténhetett a hiba - tudvan, hogy
igy rendszerint felgyorsithatd a javitas menete.

A két adatsor 0sszevetése nem mutatott hirtelen szakadast. Az (j értékek kezdetben
megegyeztek a korabbiakéval, de nem sokkal ezt kdvetéen az utolsé decimalis helyértéken
kezdtek egy, majd tobb egységgel kilonbdzni egymastol. Kés6bb az eltérés atterjedt az
eggyel, majd a kettével balra allé helyértékre is. Végil kideriilt, hogy valdjaban a kiilénb-
ségek tobbé-kevésbé egyenletes tempodban, korilbelil négynaponként kétszerezddtek
meg, majd a masodik honap soran a két futtatas eredményei kozotti hasonldsag teljesen el-
tlnt. Ez elég volt Lorenz szdmara, hogy tudja, valdjaban mi is tortént: azok a szamok, ame-
lyeket a masodik, részletesebb futtatdshoz kezddéertékekként a szamitdgépbe betéaplalt,
nem az eredeti, pontos szdmok voltak, hanem olyan kerekitett értékek, amelyeket a gép az
elsd futtataskor kinyomtatott. Tehat a két futtatds eredményeinek a kilénb6z&ségéért a
kezdeti feltételek megadasanak kerekitési hibait terhelte a felel6sség: a kiindulasi apro el-
térések kovetkezetesen ndvekedtek, és a végén teljesen eluraltak a masodik megoldast. Ma
ezt a jelenséget a nemlineéris dinamikai rendszerek viselkedésének a kezdeti feltételekre mu-
tatott érzékenységeként ismerjuk.

Lorenz az eredményeit 1963-ban, Determinisztikus aperiodikus aramlas cimmel az Egye-
sillt Allamok vezeté meteoroldgiai tudomanyos folyoirataban tette kozzé - érdemleges fi-
gyelemben azonban a tarstudomanyok részérdl abban az évtizedben alig részesiilt. A fizi-
kusoknak és a matematikusoknak megvannak a maguk folyoiratai, éppen elég faradsagot
jelent azok kdvetése, miért is olvasgatnanak meteoroldgusok szamara irt cikkeket. Csak
amikor 1970 t4jdn mas kutatdk is felfigyeltek a Lorenz altal tapasztalt viselkedésre, akkor
dertlt ki, hogy mindez mar évekkel korabbrol ,ismert tény”, és akkor valt kozleménye az
egyik legtdbbszor idézett tanulménnya. Aztan a nemlineéris determinisztikus rendszerek
onmagat nem ismétld (aperiodikus, latszélag véletlenszerd), és a kezdeti feltételekre érzé-
keny fligg6séget mutatd viselkedésének James Yorké, a marylandi egyetem matematikusa
1975-ben figyelmet felkeltd elnevezést adott: kdosz.

A kaotikus viselkedési format a haromszéaz éves newtoni mechanika kordbban nem is-
merte. 1963 el6tt tudtuk, hogy Iéteznek id6ben valtozatlan (stacionarius) allapotok, szaba-
Iyosan ismétlédé (periodikus) allapotvaltozasok, tovabba egyidejlleg tobb, egymastdl line-
arisan fliggetlen alapfrekvenciaval jellemezhet6 kvéziperiodikus allapotvaltozasok is. E ha-
rom ,,jol viselked6” (reguléris) valtozas mellett a ,,kiilénos”, kaotikus viselkedés megjele-
nésének ténye Uj terminologiat vezetett be a fizika fogalmi készletébe: a korlatozott el6re-
jelezhet6ség fogalmat. Kiderult ugyanis, hogy nemlinearis kaotikus rendszerekben a kezde-
ti feltétel megadasanak hibaja az id6vel exponencialisan - minden hatvanyfiiggvénynél
gyorsabb titemben ndvekszik. Es mivel a kezddfeltételek abszolt pontos megadasa irrea-
lis absztrakcio, a felfedezés megcafolta a klasszikus mechanisztikus determinizmus Pierre
Simon Laplace marki altal 1814-ben megfogalmazott elvének gyakorlati érvényét, neveze-
tesen a Laplace-démonnak azt a képességét, hogy ha ismerné a vilagmindenség pillanatnyi
allapotat, akkor ,,szdmara semmi sem volna bizonytalan, és a jové éppugy, mint a malt, je-
len volna szemei el6tt”.

Bebizonyosodott tehat, hogy a szamitdgépes kisérletezés is vezethet eddigi vilagképlink
alapvet6 atfogalmazasat sziikségessé tevé eredményekhez, valdszinliségi szemléletet kove-
telve meg nemcsak a tobb évszadzados newtoni mechanikdban, hanem példaul a tiszta ma-
tematika legtradicionalisabb adgéaban, a Gauss altal ,,a matematika kiralyn6jének” nevezett
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szamelméletben is. Ezért a korlatozott dorejelezhet6ség felfedezését az 1980-as évek vé-
gen sok neves kutatd egyenesen paradigmavéltasként értékelte. Kijelentették, a 20. szazad
tudomanyat harom dolog teszi majd emlékezetessé: a relativitaselmélet, a kvantummecha-
nika és a kéosz. Azt allitottak, hogy a relativitdselmélet végzett az abszoldt tér és id6 1éte-
zésének newtoni illuzidjaval, a kvantumelmélet megsemmisitette az ellenérizhetd mérési
eljaras lehet6ségének szintén newtoni 4lmat, a kaoszelmélet pedig leszdmolt a determi-
nisztikus el6rejelezhet6ség laplace-i képzetével. Méas tudosok sokkal visszafogottabban fo-
galmaztak, mondvan, hogy a kaosz felismerése minddssze egy tobb évszazados tévedést
korrigalt, amely nem nydjt 0j vilagképet; (j torvények felfedezése nem kapcsolddik hozza,
hanem csak az ismert torvények eddig el sem képzelt bonyolultsdgaval szembesit.

Barhogyan értékeliink, az tény, hogy a meteorol6gia - amelynek egyik legfontosabb gya-
korlati feladata az id6jaras el6rejelzése - arra kényszerilt, hogy teljesen U] alapokra fek-
tesse a Neumann-féle prognosztikdhoz torténé elméleti hozzaallasat. Az idgjaras-el6rejel-
zések hibainak bizonyossaga kotelezd elvvé tette, hogy egyetlen progndzis sem tekinthet6
teljesnek a progndzis megbizhatosaganak egyidejli prognosztizalasa nélkiil. Mas megfogal-
mazasban ez az elv azt jelenti, hogy id6jaras-el6rejelzéseket csak a statisztika eszkdztarat
felhasznal6 valdszinliségi formaban szabad kibocsatani - ebben az értelemben tehat toke-
letesen megalapozottnak bizonyult Norbert Wiener 1956-ban megfogalmazott gyanuja!

A meteoroldgiai gyakorlatban el6rejelezhet6ségi id6étavként azt az id6szakot tekintjik,
amelynek sordn a kezdeti feltételek el6irasanak tipikus hibai kozel megharomszorozod-
nak, pontosabban e-szerez6dnek, ahol e = 2,718 a természetes alapu logaritmus alapsza-
ma. A numerikus Kisérletek szerint az id6jaras alakitdsdban meghatarozé szerepet jatszd
tényez6re, a kozéptroposzféra (tehat korulbelll az 5 km-es magasségi szint) nagytérségl
aramlési mezejére vonatkozoan ez az id6tav atlagosan 25 nap koril van. Konkrét esetek-
ben a hibdk novekedésének Uteme ersen fligg az aramlasi képtél: 1éteznek id6jarasi hely-
zetek, amelyeknek a jov6beli alakuldsa hosszabb idére prognosztizalhaté masokénal. A
kezdeti feltételek megadasaban rejld bizonytalansag természetesen nem az egyetlen hiba-
forras, amelynek kovetkeztében az el6rejelzések el6bb-utobb elveszitik érvényiiket. Noha
a Charney, Fjortoft és Neumann &ltal elvégzett korszaknyit6 kisérlet 6ta eltelt fél évszazad
sorédn az el6rejelzési modellek - részben elméleti ismereteink gyarapodasénak, részben a
szamitastechnika fejlédésének készénhetéen - nagymértékben tokéletesedtek, még napja-
inkban is tovabbi javitasokra szorulnak. Ezért az emlitett, atlagosan 25 napos id6tav az id6-
jarés eldrejelezhet6ségének elméleti felsé hatérat jelenti, a gyakorlatban ma még csak leg-
feljebb egy-két hétre vagyunk képesek hasznalhatd el6rejelzéseket kibocsatani. Mint tud-
juk, készilnek ennél hosszabb tavra is prognézisok, ezek azonban nem egy-egy adott id6-
pontnak az id6jarasat, hanem valamilyen hosszabb id6szak (néhany hét, hénap vagy év-
szak) atlagolt Iégkori allapotanak a szokasostdl varhat6 eltérését adjak meg.

Felmerll a kérdés: anélkiil, hogy tagadnank a légkor jov6beli allapotainak a fizika torvé-
nyei alapjan egyértelm(en determindlt voltat, miként onthetjlik az id6jaras-eldrejelzéseket
val6szindiségi formaba? A Neumann-féle progndzisok az els6 évtizedekben kategorikus el&re-
jelzések voltak: a nemzeti el6rejelz6 kdzpontok a legjobbnak itélt kezdeti feltételekbdl kiin-
dul6 egyetlen prognozist készitettek el. Ezek a kezdeti feltételek a leggondosabb ellendrzési
eljarasok alkalmazasa ellenére is bizonytalanok. Mar az 1970-es évek elején felvet6dott a
gondolat, hogy a kezdeti feltételeknek a hibahataron beluli modositasaibdl, tehéat az ugyan-
csak lehetséges kezdeti allapotokbol kiindulva, egyidejlileg tébb (tobbszor tiz) kategorikus
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el6rejelzés egyiittesét kellene elkésziteni. Természetesen nem tudhatjuk, hogy melyik el6re-
jelzés bizonyul majd helyesnek (vagy legalabbis a leginkdbb megbizhaténak), azt azonban
joggal feltételezhetjlik, hogy az egyuttes tagjainak szorasa jé indikatora az adott id&jarasi
helyzet elérejelezhetésége mértékének. Minél nagyobb fokl az el6re jelzett allapotok kozot-
ti eltérés, annal nagyobb az adott iddjarasi helyzet prognézisahoz kapcsol6dd bizonytalansag.

A szamitdgépek teljesitOképessége az egylttes (vagy ensemble) el6rejelzési technikanak
a gyakorlati bevezetését csak 1992 végére tette lehetévé. Az angliai Readingben miik6dd
Eurdpai Kozéptavu Id6jaras El6rejelz6 Kdzpont, amelynek hazank is egylttmikodd alla-
ma, a hagyomanyos (és kontrollként kezelt) kategorikus el6rejelzés mellett napjainkban
50, az emlitett modon perturbalt el6rejelzést is elkészit, mégpedig tiznapos id6tavra és az
egész Foldre vonatkozdan. Az 50 + 1el6rejelzés alapjan a légkdri allapotjelz6k kilonbo-
26 varhat6 értékeihez meghatérozott val6sziniségek rendelhet6k, ha pedig a prognozist
mégis kategorikus forméaban kivanjuk megfogalmazni, akkor a matematikai statisztika
modszereivel igazolhatd, hogy az optimalis el6rejelzést az ensemble tagjainak atlaga (a so-
kasagatlag) képviseli.

6. Neumann gondolatai
a természeti kérnyezet megdvasarol

Ha valaki az 1950-es évek elején megkisérli a Neumann-féle numerikus prognosztika el-
s6 modelljeinek kormanyzo egyenleteit hosszabb tavra, mondjuk egy hdnapos idészakra
integralni, olyan aramlasi alakzatokat nyert volna, amilyeneket egészen biztosan nem I&-
tott még senki a természetben. Ennek egyszer(i oka az, hogy ezek a modellek konzervativ
jellegliek voltak: nem tartalmaztak sem a napsugarzas altal elGidézett kilsd termikus kény-
szert, sem a légmozgasok surl6dasos disszipaciojat. Az ilyen eljaras jo kozelitésnek bizo-
nyult az id6jarasi folyamatok egy-két napos el6rejelzéséhez, viszont alkalmatlan volt arra,
hogy szimulélja a nagy foldi légkorzést, és megmagyarazza a légkor szokasos viselkedésé-
nek (az éghajlati képnek) a kialakulasat.

Az altalanos cirkulacié modelljének prototipusat az Institute for Advanced Study-ban
Charney csoportjahoz 1951 szeptemberében csatlakozott Norman Phillips dolgozta ki.
Neumann volt az elsd tudds, aki az ilyen tipusi modellezésnek a jelentéségét és a termé-
szeti kornyezet karosodasaval kapcsolatos kutatasokban torténd alkalmazhat6sagat azon-
nal felismerte. Egyedi probléméak - példaul a leveg6 és a viz szennyez6dése, a zajartalom
vagy a foldi er6forrasok kimerilése - mar a 20. szazad els6 felében is jelentkeztek. Az a
tény, hogy az emberi tevékenység a kornyezet altalanos és folyamatos degradalddasat
okozza, csak az 1960-as évek végére valt nyilvanvaldva. Ugyancsak erre az id6re tisztazo-
dott, hogy a kornyezeti problémakat altalaban lehetetlen egyedileg orvosolni. A természe-
ti kdrnyezet oszthatatlan egészet alkot, megdvésa interdiszciplinaris, és egyben nemzetko-
zi egylttmdkodést igényl6 feladat.

E gondolat korai el6futara volt Neumann 1955-ben megjelent esszéje, amely azt a kér-
dést elemezne, hogy talélhet6-e a technika fejl6dése, és amelyben elsének foglalkozott a
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globalis klimamaodosulasnak azzal a vetlletével, hogy mit jelenthet ez a probléma az orsza-
gok kozos gondolkodasa és a nemzetkdzi stratégiak kidolgozasa szempontjabol. Felvetet-
te az ,,iparszer(i” éghajlat-szabalyozas lehet6ségét. A sarkvidéki jégmezéknek példaul ko-
rommal torténd beszordsat, amivel a napsugarak erfs visszaverGdése altal el§idézett
héveszteség csokkenthetd lenne. Egyidejlileg azonban azt is hangsulyozta, hogy a foldi ég-
hajlat instabilis rendszer, amelyben kis zavarok nem kivant folyamatokat is elindithatnak.
Ezért dvott mindenfajta mesterséges beavatkozastél mindaddig, amig ismereteink nem
elegend6en mélyek az eldidézett hatasok pontos el6re latasahoz.

Neumann kezdeményezésére 1955. oktober 26-28-an az Institute for Advanced Study
ismét meteoroldgiai konferencidnak adott otthont. Ez alkalommal Neumann a vildg har-
minc élenjard meteoroldgusat hivta meg annak a kérdésnek a megvitatasara, hogy milyen
szerep Var a jov6ben az altalanos 1égkorzés, és ezen keresztil az éghajlati folyamatok sza-
mitdgépes modellezésére. Az Uilést - az intézet igazgatdi allasat akkor bet6ltd - J. Robert
Oppenheimer professzor nyitotta meg, a hires atomfizikus, akinek a vezetésével a Los
Alamos-i nemzeti kutatokézpontban, a Manhattan-terv keretében, az els6 atombombat ki-
fejlesztették. Neumann, els6 el6adoként, a klimaingadozasok el6rejelzésének kérdését
taglalta, felvdzolva a rovid és hosszu tavra sz6l6 meteoroldgiai elérejelzések modszereinek
fejlesztésénél kovetendd stratégiat. Es ezen az dsszejovetelen mutatta be a hallgatosagnak
Norman Phillips az IAS gépen futtatott altalanos légkorzés! modelljével nyert elsé ered-
ményeket.

E konferencia el6adasai - szemben a kilenc esztend6vel korabban rendezett princetoni
Ulés anyagaval - néhany évvel kés6bb konyv alakjaban is megjelentek. Az ott kitlizott ku-
tatasi iranyvonal nyoman beszélhetiink a mai értelemben vett éghajlat-dinamikéardl és kli-
maprognosztikarol, tehat az dsszejovetel éppen Ugy mérfoldkovévé valt a klimatoldgia tor-
ténetének, mint az 1946-os konferencia a szamszer(i id6jaras-el6rejelzés fejlédésének. El-
méleti meteoroldgusok, akiknek a szemléletmddja gydkeresen eltért a hagyomanyos éghaj-
lattan mUvel6inek eszmevilagatdl, hidro-termodinamikai oldalrol kezdték megkdzeliteni a
klima megvaltozasanak kérdéskorét. A fejlédeés ezen a téren - a szamitastechnikai hattér-
nek és a tarsadalmi elvarasoknak is kdszonhet6en - valdban hihetetlentl rohamos volt.
1983-ban Smagorinsky mar joggal allithatta, hogy akkorra ,,a klimatoldgia a leiré geogra-
fia tiszteletremélté agabodl a fizika tudomanyanak kvantitativ diszciplinajava alakult at”.

Az emberi tevékenységnek a globalis éghajlatra (és még inkabb a helyi kliméara) gyako-
rolt hatasat e fejlédése ellenére még napjainkban is str homaly fedi. Tudjuk, hogy az liveg-
hézhatast el6idéz6 gazok (elsésorban a szén-dioxid, a metén és a dinitrogén-oxid) légkori
koncentracioja az ipari forradalom kezdete 6ta eltelt méasfél évszazad soran jelent6sen no-
vekedett. Tudjuk, hogy a Fold felszinének éves kozéphdmérséklete a 20. szzad soran 0,6
fokkal emelkedett. Es tudjuk azt is, hogy a melegedési tendencia az elmalt harom évtized
sorén toretlen volt. E tények tukrében beszélhetiink-e bizonyitottan egy folyamatban levé,
antropogén eredet(i klimavaltozasrdl? Ez az a kérdés, amelyre sok kutatd szerint ma még
nem vagyunk képesek egyértelm( valaszt adni. Nem tudjuk, hogy a fokoz6dé Uveghézhatés-
bol eredé melegedést regionalis Iéptékben mennyire hatékonyan ellensulyozhatja a napsu-
garzast elnyel6 1égkdri aeroszol koncentracidjanak az emberi tevékenység nyoman megfi-
gyelhet6 ndvekedése. Nem tudjuk, hogy egy klimamodosulasi folyamat pontosan milyen
mértékben jar egyltt bolygonk felhéboritottsaganak, illetve a felhék optikai tulajdonsagai-
nak a megvaltozasaval, marpedig példaul egy miholdas technikaval alig kimutathatd, igen
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csekély felh6zetndvekedés is elegend6 lehet, hogy a vilaglirbe tébb napsugérzést visszaver-
ve, kompenzalja az liveghézgéazok hatasat. Es nem tudjuk azt sem, hogy a megfigyelt mele-
gedés! trend nem tartozik-e még mindig a Lorenz munkéassagéval kapcsolatban emlitett sza-
bad véltozékonysag keretébe. Sok még a teendé a Neumann altal kezdeményezett kutaté-
sok tertletén, hogy a gazdasagi és politikai déntéshozdk elé kétségbevonhatatlan tényeket
tudjunk tarni éghajlatunk épségét biztositd intézkedések sziikségességére.

7. Epilogus

1955-ben Neumann Washingtonba kéltozott. Eisenhower elndk az Atomenergia Bizottsag
tagjava nevezte ki. A princetoni intézet, amely feltételezhet6en az 6 személyére valo tekintet-
tel fogadta el annak idején a szamitogépes projektet, tdvozasaval szabadulni igyekezett ettdl a
programtél. Charney és Phillips szerettek volna meteorologus szakot alakitani a princetoni
egyetem kebelén belil, de nem talaltak fogadokészségre, ezért 1956 kozepén mindketten az
MIT meteoroldgiai tanszékére mentek el dolgozni. Tavozasuk utén, tiz év mulva - a
Smagorinsky altal létrehozott geofizikai folyadékdinamikai laboratérium keretében végzett
kutatasok révén - Princeton immar a klimadinamikai elemzések amerikai fellegvara lett.

A torténettudomény nem szereti (és nem fogadja el) a ,,mi lett volna, ha” kezdet(i kér-
désfelvetéseket. Ezért mi se boncolgassuk, hogy mi tértént volna, ha Neumann Janos, pé-
lyafutasanak egy-egy rovid id6szakara, nem l1ép a meteorolégia szinpadara. Az id6jaras
megbizhatd el6rejelzése, a nagykdzonség tajékoztatdsan tdlmenden, fontos gazdasagi,
élet- és vagyonbiztonsagi, és nem utolsésorban honvédelmi feladat. A 1égkéri folyamatok-
kal foglalkozé tudomény egész torténelme folyaman szinte azonnal részesult a legUjabb
technikai vivmanyok aldasaibol, igy a modern tavkodzlés, majd a radarok és a mesterséges
holdak nyujtotta informécidszerzési lehet6ségekbdl. EI6bb vagy utébb bizonyéra a szami-
tastechnika is belépett volna az emlitett sorba. Neumann érdeklddésének, befolyasanak és
szervezBkészsegeének kidszonhetjiik, hogy ez a Iépés azonnal bekdvetkezett.

A légkori folyamatok objektiv leirdsanak tudoméanya az alkalmazott fizikai és alkalma-
zott matematikai diszciplina. Mivel&i nemcsak sokat kaptak, hanem (j gondolatokat vol-
tak képesek adni e két tarstudomanyagnak. Neumann ezt a lehetdséget ismerte fel, miutan
érdekl&dése az 1940-es évek elején a hidrodinamika nemlinearis egyenleteinek kezelésére,
majd a meteoroldgiai problémakra terel6détt. Azt vallotta: ,,Ha az emberek nem hiszik el
hogy a matematika egyszer(, az csak azért van, mert nem ébrednek annak tudatara, hogy
az élet mennyire bonyolult”. Ennek a gondolatnak a kifejtése is el6segitette, hogy a régi is-
kolan nevelkedett id6jaras-el6rejelzék a 20. szazad utolsé harmadaban egyre inkabb elfo-
gadtak és kezdték értékelni mindazt, ,,amit a szamitogép mond”. Az ezredforduld kiszo-
bére érkezve, a szubjektiv mddszerekre alapozott eljarasokat vilagszerte teljes mértékben
felvéltotta az objektiv id6jaras-prognosztika. Neumann Janost - akit Karman Todor, Szi-
lard Leo, Teller Ede és Wigner Jend mellé, a magyar marslakokként emlegetett, kivételes
intelligenciaval megaldott csapatba valasztott be a nemzetk6zi tudds tarsadalom - ma mar
a szakma kiemelked6 egyéniségekeént tiszteli a meteoroldgusok egész kozdssege.
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Gondolatok Neumann Janos First Draft ofa
Report on the EDVAC cimd, 1945 juniusaban
megjelent tanulméanyaroal

Ezt a tanulméanyt Neumann Janos irta a masodik amerikai elektronikus szamitégép ter-
vezésével kapcsolatban. A vilag szamitastechnikai szakemberei ezt a tanulmanyt - amit
Neumann Janos szerz6tarsak nélkiil alkotott és tett kozzé - a szamitogép-tervezeés els6 és
legatfogobb leirdsénak tartjak, ami lehetévé tette a szamitogep irant érdekl6d6é tudoma-
nyos szakembereknek, mérndkdknek és matematikusoknak, hogy a negyvenes évek koze-
pén a szamitogépekrol sz6l6, minden fontos informéaciéhoz hozzajussanak. Taldn nem tul-
zas azt allitani, hogy ez a ,,First Draft...”, ,Vazlat...”, ,Jelentés” (mindharom elnevezést
hasznaljuk a kovetkez6kben) tette lehet6vé, hogy szdmos egyetemen és kutatdintézetben
elkezdddjék a szamitogépek tervezése és épitése, azt is mondhatnank, ez volt az a hélab-
da, ami elinditotta a szamitogépes korszak - azoéta is tart6 - lavinajat.

irasunkban Iényegében a ,,First Draft...”-ot ismertetjik, de ,,bedgyazzuk”, ugyanis - mi-
el6tt ratérnénk ismertetésére - roviden elmondjuk, hogy milyen fontosabb mérféldkovek
voltak a szamitastechnika torténetében Neumann el6tt (az ,,id6szamités el6tt™) és azt is,
hogyan jutott el Neumann a ,,First Draft...” megirasaig.

irasunk végén - szinte ,,Flggelékként” - a Jelentésben szerepld elveken alapuld tényle-
gesen megtervezett EDVAC gép utasitasrendszerét, valamint az EDVAC kornyezetében
Neumann Janos kézremiikodésével létrehozott ,,magas szintli nyelvet” (3. fejezet) ismer-
tetjiik.

1. Ut a ,First Draft...”-ig,
a Neumann Janos eldtti informatikatorténelem

Meérfoldkovek a Neumannig vezetd Gton

Szamos kutato feltételezi, hogy az id6k homalyaba veszd Gskorban, az Gstarsadalomban,
amikor a szdmfogalom, a szamlaléas, a mennyiség fogalma mar kialakuléban volt, az §sem-
berek is hasznaltak szamolast megkonnyitd eszkdzoket, elsésorban a mindig kéznél 1évé uj-
jaikat. Ennek a szamolo6eszkoznek tulajdonitjak, hogy az emberiség nagy részénél a tizes
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szamrendszer terjedt el; ha - netan - az emberek nem kétszer 6t, hanem kétszer négy uj-
jal sziletnek, akkor nagyon valészin(, hogy ma nem tizes, hanem nyoleas szamrendszerben
végeznénk a mlveleteket.

A szdmolas megkonnyitésének az igénye tehat mar a nagyon korai embereknél is meg-
volt, az ember mindig szeretett volna eszkdzoket talalni szamolasi feladatainak a megolda-
sara. EI6bb kavicsokat (calculus) vett fol a foldrél, amiket rendbe rakott és ezekkel sza-
molt, azutan kitalalja a kavicsokkal valé szdmolas modern valtozatat, a golyos szamoldgé-
pet, a szdmoldtablakat, felfedezi a matematikat, és hamarosan mar meghatarozza a mate-
matika torvényszer(iségeit is.

Az id6 el6rehaladtaval az ember egyre tobb matematikai problémat akart megoldani,
amihez mar nem volt elég a két keze, a golyds szamoldgeép is kevés, az sem elég, hogy is-
meri az algebra szabdlyait, egyre csak azon gondolkodik, hogy a szdmolas miveletét egy
szamoldgéppel megkdnnyitve, még bonyolultabb feladatokat tudjon megoldani.

Azutén felnéz az égre - mar az 6sember is megnézegette az égitesteket, amikb6l még is-
teneket is kre&lt magénak -, azutan felfedezi az égi mechanikat (a napszakok és az évsza-
kok valtozasat, a betlehemi csillagot, a vészt hozé Ustokdsoket, a Nap- és Hold-fogyatko-
zéasokat stb.), s6t hamarosan ki is tudja szdmolni bizonyos égi jelenségek bekOvetkezését.
Ehhez viszont szamolnia kell, sét sokat kell szamolnia, ami gép nélkil egyre lehetetlenehh.

igy nem csoda, hogy az els6 kerekes szamoldgépeket csillagaszok taléljak fel, Al-Kassi, a
szamarkandi obszervatorium vezet6je (1393-1449), valamint Wilhelm Schickard (1592-1635)
Tubingenben, a csillagaszat tanara és matematikus. Hires szdmologép-konstruktdr volt
Blaise Pascal (1623-1662), aki ugyan nem volt csillagasz, de a szdmoldgépét csillagaszok is
hasznaltak. Id6ben majdnem kortéarsa volt Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), polihisz-
tor, sok mindennel foglalkozott, megalkotta példaul a szamologépéhez a Leibniz-kereket,
amit - szamoldgépek konstrualasara - még a 20. szdzadban is hasznaltak.

1 abra. Godfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716) matematikus, a mechanikus - négy alapm(iveletes - szamol6gép
megalkot6ja. A gép legfontosabb alapeleme a 1épcsds Leibniz-fogaskerék volt, amit - mechanikus szamol6-beren-
dezésekben - még a 20. sz&zadban is hasznaltak. (1670)

Azutan Anglidban megjelent Charles Babbage (1791-1871), aki ugyancsak kozeli kap-
csolatban volt a csillagszattal és kora neves csillagészaival, de inkdbb matematikus volt, és
megszallottja a szamolas gépesitésének. Anglia ekkor valik tengeri nagyhatalommd, az
6cednokon val6 hajozésban kitlintetett szerepet kap a csillagaszat és az idémérés, hiszen a
vilagtengereken csak a pontos id6 és az égitestek alapjan lehet tajékozdodni. A tokéletes ha-
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jOzési orat 1759-ben John Harrison Orés-
mester alkotja meg, amivel elnyeri a pontos
tengeri Ora elkészitésére kiirt dijat.

A kiralyi csillagaszok kozzé teszik a csil-
lagaszati évkonyveket, benniik azokat a
tablazatokat, amiknek alapjan - megfeleld
mérémiszerek (szextans, oktans stb.), vala-
mint a mar emlitett pontos dra segitségével
- a viladg barmelyik pontjan pontosan meg
lehet hatarozni, hogy a hajé hol tartdézko-
dik. Egy, a tablazatokat kiszamolé gép
megalkotésa egyre slirget6bbé valt, ugyanis
a csillagaszati mddszerek és a matematika-
juk is alland6an fejl6dik, ezért a hajosok
egyre Ujabb tablazatokat igényelnek, ezt az
egyre nagyobb szamitasi igényt mar csak
gépekkel lehet kielégiteni.

Ekkor Iép a szinre Charles Babbage, aki
célul tiizi ki, hogy a hajozasi csillagészati
tblazatokat géppel szamitsa ki, s6t ki is
nyomtassa. A Kiralyi Csillagészati Tarsasag
mar 1820-ban kitlinteti &,,Gépek matemati-
kai tablazatok kiszdmitasandl val6 alkalma-
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2. &bra. Charles Babbage (1791-1871). Matematikus és
csillagész, a Kiralyi Csillagaszati Tarsasag tagja, az elsd,
programozott, mechanikus szamol6gépek - a Difference
Engine és az Analytical Engine -feltalaléja.

zasanak tapasztalatai’’c. munkajaért, igaz Babbage el6sz6r még egy g6zgépmeghajtasu sza-

molém(re gondolt.

A brit kormany 1823-ban doénti el, hogy tAmogatja Babbage - csillagaszati tablazatokat
szamolo - differenciagépének a megépitését, amit az alkotdnak sohasem sikerdilt tokélete-

sen befejeznie. Mint megannyi mas zseni -
miel6tt a gépet befejezte volna -, Uj gondo-
lat ébredt benne, kitalalta, hogy az éltala ki-
dolgozott elvek és a differenciagép alapjan
épiteni tudna egy altalanos célti szamologe-
pet is, ami nem csak kotott formuldk alap-
jan képes szamolni, hanem barmilyen for-
mulat - aminek meg lehet irni aprogramjat,
és azt - lyukkartyakon - a gépnek meg lehet
adni - ki lehet szdmolni. A talalmanyat
analitikus gépnek nevezte.

Babbage ezzel feltaldlta a programozott
mechanikus szamitégépet. Nagy szerencsé-
jére csatlakozott hozza egy fiatal matemati-
kusnd, Ada Byron, Lady Lovelace (1815-
1852), aki azonnal® megértette a gép nagy-
szer(iségét. Babbage egyik olaszorszagi el6-
adasarol Luigi F. Manebrea tabornok (1809-

3. abra. Babbage masodik gépének, az Analytical En-

alapjan - szuletésének a 200. évfordul6jara a londoni
Science Museumban épitettek meg. (1991)
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1896) irt beszamoldt, aminek az angol forditasat Lady Lovelace végezte el - az el6adasnal
haromszor hosszabb - jegyzetekkel. Babbage zsenialis alkotasat és a gép programozasat a
vilag ezekbdl a Lady Lovelace altal készitett jegyzetekb6l ismerte meg.

Babbage-nak egyik gépét sem sikeriilt tokéletesen befejeznie, noha a mar mikodo dif-
ferenciagépét az 1862-es londoni vilagkiallitason is bemutattak.

Hermann Goldstine konyvébdl idézet;

»EQy Pehr Georg Scheutz (1785-1873) nev(i svéd nyomdasz Babbage gondola-
taitol indittatva megépitette a differenciagépet, és 1854-ben Londonban - Bab-
bage jelentds segitségével - be is mutatta. (...)

Scheutz ugyanis 1834-ben Edward fiaval egyiitt egy, az Edinborough Review-han
megjelent cikkben olvasott Babbage differenciagépérdl. A cikk felkeltette ér-
deklddésiiket, és hozzafogtak egy lényegesen médositott, tokéletesitett valtozat
megépitéséhez. 1834-ben a gép mikdddképes volt. (...) 1853-ra Scheutz befe-
jezte a gép tokéletesitett valtozatat, ami 1855-ben a périzsi vilagkiallitdson
aranyérmet nyert.”

Babbage Scheutz gépérdl - ebben az id6ben - igy irt: ,,(...) A gép pontos masolatat a
Messrs. Dunkin and Co. cég készitette el az angol kormany szamara, és jelenleg a Som-
merset House-ban, az anyakonyvi irattarvezetd irodajaban hasznaljak.”

A hajdzési - csillagaszati - szamoldgépigény utan felmerilt a nagytémeg( adatok feldol-
gozésédnak a sziikségessége is, ennek az elsd lépése a népszamlalasi adatoknak a koréb-
biaknal gyorsabb feldolgozadsa volt. A sokszerepl6s torténetbdl Hermann Hollerith
(1860-1929) nevét kell megemliteniink, aki 1889-ben kapott a népességi statisztikak tabla-
zatba foglalasara szabadalmat, az els6 Hollerith-gépek segitségével az 1890-es amerikai
népszamlalast nagy sikerrel bonyolitottak le. Amig a korabbi - 1880-as és a még korabbi -
népszamlalasok alkalmaval az adatok kézi feldolgozasa altalaban a kovetkezd népszamla-
lasig tartott, addig - 1890-ben - az elsd gépi feldolgozasnal az elsé adatokat a lyukkartyak
Osszegy(jtése utan egy hénappal mar kdzzé lehetett tenni.

Adatfeldolgozas céljabdl az iparban gyartott Hollerith-gépek megjelentek a nagyvalla-
latoknal, a kozmU(veknél stb., és minden olyan helyen, ahol sok adatot taroltak és dolgoz-
tak fel. Nem sokkal kés6bb a tudoméanyos élet - éppen a csillagaszat  valamint a hadi-
technika is felfedezte a gépi szdmolasban rejlé tudomanyos és katonai lehetdségeket.

Ehhez - természetesen - a haditechnikanak is fejl6édnie kellett, példaul a lévészet tech-
nikaja a tlizérek mlvészetébdl a ballisztika tudoméanyava valt. Azutan - az els6 vilaghabo-
ru alatt - megjelentek a hadirepil&gépek, amiket foldi 1égelharitassal szerettek volna le-
kiizdeni, igy azutan kifejl6dott a haditechnikai méréstudomany, amit - hogy hatékony esz-
kdzoket és modszereket eredményezzen - egyesiteni kellett a katonai szdmolastechni-
kéval.

Miel6tt elérnénk Neumann Janoshoz, egy példaval mutatjuk be ennek a fejl6désnek egy
allomasat.

Az ellenséges repllégépek megsemmisitéséhez a hadseregnek egy olyan eszkdzre volt
sziiksége, ami a replilgépet tlizzel fogadd I6vegeket a replil6gép mozgasanak, az id6jara-
si viszonyoknak, a l6vegek adatainak ismeretében automatikusan célra allitja. Ez a I6elem-
képz6. A I1l. vilaghabor( el6tt ezt a feladatot a leghatékonyabban egy magyar mérnok,
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Juhész Istvan (1894-1981) oldotta meg, aki Budapesten kifejlesztette a GAMMA-Juhasz
I6elemképzdt, amit szdmos orszag: példaul Svédorszag, Argentina, Kina, Svéjc, Hollandia,
Norvégia, Finnorszag és Iran - majd a masodik vilaghabora utan Egyiptom hadseregeiben
is hadrendbe allitottak. A 16elemképz6 valdjaban egy bonyolult mérérendszerrel 6sszeko-
tott vezérl6rendszer és az ezt irdnyitd, ballisztikus fixmemariaval rendelkezd elektrome-
chanikus analdg szamitogép volt.

Id6ben most értiink el a negyvenes évek elsd éveiben Neumann Janoshoz és az elektro-
nikus szdmol6eszkdzokhdz. Az amerikai hadvezetés, a negyvenes évek elején - latva a né-
metorszagi eseményeket - biztosra vette, hogy nem maradhat ki az Eurépaban dulé habo-
rabol, ezért igyekezett a haborus részvételre felkésziilni. Azt is lattak, hogy a harcot az I.
vilaghaboru utan kifejlesztett modern haditechnikai eszk6zokkel - mozgékony gépesitett
hadsereggel, modern reptl6kkel és tiizérseggel kell megvivnia, ezért elérkezettnek latta az
id6t, hogy a tudomanyt - els6sorban a matematikat és a fizikat - is ,,hadrendbe” allitsa.

Mar a harmincas években elkezd6dott az eurdpai - féleg zsido tuddsoknak: Einstein,
Wigner, Karman, Oppenheimer, Szilard, Teller, nem utolsésorban Neumann és masok - a
naci megszallas el6l Amerikédba menekiilése, ezek az emberek 6ridsi mértékben megerdési-
tették az orszag tudomanyos és igy védelmi kapacitisat.

Hamarosan behivtak katonai szolgalatra Hermann H. Goldstine-t, a ballisztika tanarat,
matematikust, aki azt a feladatot kapta, hogy a Ballisztikai Kutaté Laboratériumban mo-
dernizalja - tébbnyire az els6 vilaghaboruban késziilt - tlizérségi és bombazasi tablazato-
kat. Goldstine felmérte a feladatot, és megéallapitotta, hogy az akkor hasznélt matematikai
eszkozokkel - Bush-analizator, két jelfogds szamitdgép (Aiken és Stibitz jelfogds gépei),
elektromechanikus asztali szamologépekkel stb. - nem lehet a munkat rovid id6 alatt elvé-
gezni, egy Uj elvd, hatékony és nagysagrendekkel gyorsabb szamol6eszkozt kell keresni
vagy kifejleszteni.

Kdzben elindult a Manhattan-terv, a versenyfutas a német tudomannyal, hogy ki tudja
elébb megalkotni és a habor( eldéntésére bevetni a minden eddiginél hatékonyabb fegy-
vert, az atombombét. A tuddsok csatasorba alltak, egyik résziik Los Alamosban atombom-
bat fejlesztett, a masik résziik pedig megalkotta a Pennsylvaniai Egyetem Moore (villamos-
mérndki) intézetében az elsd nagyon gyors szamitdeszkdzt, az ENIAC-ot.

Ezt kovetben talalkozott Hermann Goldstine az aberdeen-i allomas peronjan Neumann
Janossal, elindult egy csodalatos egyuttmiikodés, ami - talan nem tal nagy szavak - elveze-
tett az els6 szamitdgépekhez és - hosszl tavon - az informatikai tarsadalomba.

Hogyan jutott el Neumann Janos a First Draftig?

Neumann Janos ,,ismerkedik” a szamoldgéppel (Moore School)

Neumann Jénost 1943-ban kinevezték tanacsaddnak az atombomba el6allitasat el6ké-
szit6 Manhattan-projekthez, egyuttal az aberdeeni Ballisztikai Kutaté Laboratériumba is.
Az itt felmerilé numerikus matematikai probléméak megoldaséhoz mindinkébb sziiksége
lett volna valamilyen mechanikus gyors szamoldeszkdzre. Ezt tébbszor sz6va is tette. 1944
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januérjaban levelet irt Warren Weavernek, az Alkalmazott Matematikai Bizottsag elndké-
nek. Azt kérdezte, hogy a kormanynak milyen eszktzei vannak a szamitasok elvégzésére.
Weaver beszélt neki Aikenr6l, Stibitzrél és Wallace Eckertrél. A Moore Schoolt nem em-
litette meg, mert nem tartotta realis kezdeményezésnek.

Pedig Moore Schoolban John Mauchly és J. Presper Eckert vezetésével - John V.
Atanasoff elveinek a felhasznalasaval - ekkor mar elkezdték épiteni az ENIAC (Electronic
Numerical /ntegrator and Computer) els6 elektronikus szamoléeszkdzt. Az 1923-ban lét-
rehozott ,,Moore School of Electrical Engineering” a Pennsylvania Egyetem 6nallé elekt-
romérnoki részlege, ,kara” volt. irdsunkban Neumann Janosrol beszélink, de az el6bbi
két név megemlitése nélkil ezt tébb okbdl nem tehetjik meg. Ha Neumann Janost a sza-
mitogépek atyjanak nevezzik, akkor nem volna nagy merészség azt allitani, hogy John
Atanasoff, valamint Eckert és Mauchly a nagyapak.

Talalkozés a palyaudvaron

Tanacsaddként Neumann sokat utazott Los Alamos, Aberdeen és Princeton kozott.
1944 juniusaban az aberdeeni palyaudvar peronjan allt, amikor Goldstine csatlakozott hoz-
z4. (Hermann H. Goldstine matematikus - mint lattuk - a hadsereg, a Pentagon képvise-
I6jeként vett részt az ENIAC projektben.) Goldstine azonnal megismerte Neumannt, mert
néhany évvel kordbban részt vett egy konferencian, ahol az el6addk egyike Neumann Ja-

nos volt. ,,Nyilvanval6 az, hogy Neumann
rdm emlékezett volna, lehetetlen” - mond-
ja Goldstine. Mindenesetre Goldstine oda-
ment Neumannhoz, bemutatkozott.
Neumann Janos nagyon kedvesen fogad-
ta Goldstine bemutatkozésat, és megkeér-
dezte, hogy mi jaratban van itt. Goldstine
elmondta, hogy az ENIAC projektben vesz
részt. Mindjart el is mesélte Neumann-nak,
hogy ez a ENIAC gép 333 szorzast végez
méasodpercenként. Neumann-nak a szemei
felcsillantak. A beszélgetésrél Goldstine azt
mondja, hogy a talalkozas pillanatok alatt
egy doktoratusi vizsgava valtozott, Neu-
mann mindenr6l kikérdezte az ENIAC
géppel kapcsolatban. Goldstine megemliti
azt is, hogy Neumann teljesen megértette,
mir6l van sz6, és hogy mit tud az ENIAC.

Latogatas a Moore Schoolban

Néhany nappal kés6bb Neumann felhiv-
4. dbra. A Pennsylvaniai Egyetem villamosmérnoki kara. ta GOIijtme_t és arra kerte, hogy mUtaS§a
a Moore School, ahol az ENIAC épult. Az ENIAC em- l?e neki Moore S,choolt,,aho_l az _ENIAC gep
Iéktabla épult. Mauchly igy emlékszik vissza arra az
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id6re. ,,A latogatésrél valamikor augusztus elsé hetében hallottunk. Mondtak, hogy ide jon
egy kivalé matematikus, beszélni akar velink, és kbnnyen meglehet, hogy nagy segitséget
nyUjthat nekiink, mivel § a vilag legnagyobb matematikusa. Izgatottan vartam, hogy talal-
kozzam ezzel az emberrel és kider(iljon, hogy miben tud segiteni.”

A latogatas végul szeptember els6 hetében létre is jott. Goldstine bemutatta a Moore
Schoolban dolgozé munkatérsakat, és megmutatta az akkumulatorokat (mai kifejezéssel
regisztereket). Ez egy Kicsivel gyorsabban szamolt, mint Neumann Janos. ,,Neumann Ja-
nos megnézte a kiallitasunkat, és mindenrél mindent elmondtunk neki. Utana bementlink
egy szobaba, és elkezdtlink beszélgetni egy tabla el6tt. Ismertettiik vele a gép terveit, amit
éppen épitettiink. Neumann vilagosan és azonnal megértette, hogy ennek a gépnek milyen
szamitasi keépessége lesz, és ennek az ENIAC gépnek a Los Alamosban (ahol az atomku-
tatdsok folytak) felmeriil6 probléméak megoldasaban nagy szerepe lehet. A beszélgetés
kdzben Neumann egészen el6re ment, és elkezdett gondolkodni azon, hogyan lehetne a mi
terveinkhez képest jobb szdmologépeket épiteni” - mondta Mauchly.

Neumann, a tanacsadoé

Neumann Janos ett6l kezdve tanacsadoként bekapcsolddott az ENIAC projektbe, és
tobb alkalommal is meglatogatta Moore Schoolt. Lelkes tamogatdjava valt a Moore
Schoolban folyé munkanak. Allandé kapcsolatban &llt Mauchly-val és Eckerttel. Neumann
kiilondsen a szamitdgép logikai felépitésének az elemzésében volt nagy segitségiikre. A
technikai részek abban az id6ben nem keltették fel Neumann érdekl6dését.

Neumann Janos kdzrem(ikddése az ENIAC-ban nem csak szakmailag volt jelentds, ha-
nem azzal is, hogy a fejlesztés végén bekapcsolddva, nevének presztizse miatt a tervez6k
tovabbi 105 000 dollart kaptak a Pentagont6l 1944 oktoberében.

Neumann megjelenésével a kordbban szokéasos informalis beszélgetések helyett napi-
rendekben meghatarozott iléseken vitattdk meg a problémakat. Neumann Janos nagyon
aktiv volt ezeken az Uléseken, rengeteg javaslatot tett. Az ENIAC-kal a f6 probléma a
programozhaté memdria (az adatok tarolasahoz szilikséges szerkezet) volt. L4ttak, abbdl a
celbol, hogy a gép igazéan jol hasznalhat6 legyen, sziikség van arra, hogy mind az utasitaso-
kat, mind pedig az adatokat ,,meg tudja jegyezni” (tarolni tudja), és hogy az utasitasok
anélkil lehessenek megvaltoztathatok, hogy egy operatornak dugaszolassal, billenty(k le-
nyomasaval kellene valtoztatni a programon (mint az ENIAC esetében).

Eckert és Mauchly kézben megkapta az ENIAC-ra a szabadalmat. Gyakorlati szakem-
berek voltak, és vilagosan lattdk a gépeiknek a kereskedelmi lehet6ségeit. A Moore
Schoolban sokan nem hitték, hogy a szamitastechnikabol kereskedelmi haszon is szarma-
zik. Ebbe a csoportba tartozott - érdekes médon - Neumann Janos is. Meg volt gy6zddve
arrél, hogy ezek a munkalatok voltaképpen a habord miatt voltak fontosak, vagy esetleg a
Hiszta tudomany” szempontjabdl. A dolog szabadalmi része egyaltalan nem érdekelte.

Annak, hogy Neumann Janos ,,becsatlakozott” a Moore School Projektbe, két kdzvet-
len hatésa is volt. Az els6, hogy elismertette a projektet, példaul a Nemzeti Védelmi Ku-
tatasi Bizottsaggal, aminek eredményeképpen tovabbi tAmogatast kaptak a projekthez.

A masodik eredmény az volt, hogy miutdn Neumann Janos is érdekelt volt az ENIAC-
programban, a Moore Schoollal szerzddést kotottek egy Gj, sokkal nagyobb teljesitmény(i
szamitogépnek, az EDVAC-nak a kifejlesztésére.
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Neumann el6szér mint potencidlis felhasznalé (user) érdekl6dott a Moore Schoolban
folyd munkalatok irant, de kés6bb mar mint tudomanyos és technikai tanicsado a projekt
egyik f6szerepl6jévé valt; szamos konferencian vett részt, amelyeken javaslatokat fogalma-
zott meg az EDVAC logikai tervezésével kapcsolatban. Amikor Neumann Los Angelesben
volt, allando levelezésben allt Goldstine-nel, aki informalta 6t a projekt haladasarél; Neu-
mann Goldstine kdzvetitésével juttatta el javaslatait a projektben résztvevéknek.

Roéviden az ENIAC géprél

Arthur W. Burks, aki maga is oszlopos tagja volt az ENIAC-ot létrehozd csoportnak,
»Erém ENIAC to the Stored-Program Computer: Two Revolutions in Computers” c. cik-
kében az ENIAC-kal kapcsolatban a kdévetkezOket irja: ,,...két fontos forradalom volt a
szamitogépek terlletén. Az elsé az elektroncsdvek alkalmazéasa, amelyek segitségével
gyors, megbizhatd, nagy teljesitmény(i altalanos célu szamitdgépet lehetett épiteni. Ez a
fejlesztés John Atanasoff-fal indult, aki egy specialis célu elektronikus szamitogépet épi-
tett, és az ENIAC-ban kulmindlt. ... Az ENIAC forradalmi jelentéségdi volt: ez volt az el-
sO elektronikus, digitalis, altalanos rendeltetés(i tudomanyos szamitdégép, amely 1000-szer
gyorsabban végezte a szamitasokat, mint elektromechanikus versenytarsai.... A masik for-
radalom a tarolt program( szamitogép létrehozésa volt.”

A gép tervezését 1943 aprilisdban kezdték, 1943 juniusdban mar elindult a beruhézas,
1945 végén fejezték be.

5. &bra. Az ENIAC, a vilag els6 elektronikus szdmol6berendezése, 1943 és 1946 kozott épdlt.
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A 6 cél voltaképpen Iovéstani szamitasok elvégzése volt. A gép kb. 18 000 elektroncso-

vet tartalmazd aramkdorokb6l épult fel.
F&bb jellemzéi:

« Kuilonallo, ,félautondm” egységekbdl allt, a vezeérlés részben elosztott volt (az egyes
egysegekben 1évé vezeérlést egy ,,koordinal6” vezérlés , kototte dssze”).
Kils6 programozas volt, a programokat dugaszolassal vitték be a gépbe.

Decimélis szdmrendszerben dolgozott.

Lyukkartyas bevitellel (input) és kivitellel (output) miikodott.

Fontosabb egységek:

10 decimalis jegyet - elGjelet befogadni képes 20 akkumulator (6sszeadd egyseq)

1 szorzéegység
1 oszto/gydkvond egység
Inicializ&l6 egység, szinkronizéator

Kdzponti programadd (,,Master programer” a programhurkok vezérlésére)

1 kértyaolvaso, 1 kartyalyukaszto
M(szaki adatai:

Modveleti id6k: 6sszeadas 200 psec, szorzas 2,8 msec, osztas 2,4 msec
125 kértyat olvasott be, illetve 100 kértyat lyukasztott percenként
Energiafelhasznalas 174 kW, alapteriilet 180

Hatasfok: 70%
Kiszolgalé személyzet 6 f6/mUliszak
A gép egy évig miikddott Philadelphia-
ban (Los Alamos részére végzett szamita-
sokat), majd Aberdeenbe telepitették &t
(itt 1955-ig hasznaltak).

Az (j gép: az EDVAC

A Moore School megrendelést kapott a
hadigyminisztériumtdél egy 0j szamitdgép
kifejlesztésére. Az Uj gép neve EDVAC
(Electronic Discrete Fariable Computer =
Elektronikus diszkrét valtozoju szamito-

9ép)-
A, Jelentés”

1944 szeptemberét6l Neumann Janos
aktiv résztvevéije volt az EDVAC projekt-
nek.

1945. janius 30-an Neumann Janostol
egy 101 oldalas dokumentum érkezett a
Moore Schoolba, Los Alamosbél. A cime a
kovetkez6 volt: ,,First Draft of a Report on
the EDVAC” (,,Az EDVAC-rol sz0l6 je-

6. dbra. Az EDVAC, a Moore School-ban tervezett ma-
sodik, de mar tarolt programu, soros m(ikodésd, elekt-
ronikus (elektroncsoves) szamitogép. (1945)
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lentés els6 valtozata”, a tovabbiakban roviden ,,First Draft...”-nak vagy Jelentésnek hiv-
juk). Ebben a dokumentumban Neumann Janos az EDVAC gép teljes leirasat adja, dssze-
foglalva mindazon gondolatokat, amelyek Moore Schoolban jottek létre az Uj géppel kap-
csolatban. Az anyagban leirta a gép logikajat, a gép felépitését. Neumann a gépet gyors
mkaodeést, automatikus, digitalis szamitérendszernek nevezte.

Neumann Janos elképzelését jelentésen befolyasolta Warren McCulloeh neuropszi-
chologus és Walter Pitts matematikus munkassaga, akik 1943-ban egy dolgozatot publikal-
egy, az agy altal elvégzett logikai kalkulust. Neumann Janos az elkészitett dokumentumban
erre hivatkozott, felhasznalta McCulloch és Pitts elképzeléseit. Vizsgalta a neuronok és az
emberi idegrendszer egyéb teriileteinek mikddését, és 6sszehasonlitotta az automatikus
szamitogéppel. Ezzel az els6 1épést tette meg a szamitdgép ,,antropomorfizalasa” terén;
ami énmagaban is nagyon jelentés.

Csak Neumann neve szerepel a Jelentésen. Jogos-e?

Goldstine sokszorositotta a dokumentumot, szétosztotta Moore Schoolban, majd el-
kildte a masolatokat sok mas, a dolog irdnt Amerikaban és Nagy-Britanniaban érdekl6dé
tudésnak. A Moore Schoolban, Eckertnél és Mauchly-nal nagy elégedetlenséget véltott ki,
amikor kiderilt, hogy milyen széles korben terjedt el a dokumentum. Nagyon haragudtak
Golstine-re és voltaképpen Neumannra is. Ennek els6 oka az volt, hogy a munka szigoru-
an titkos mindsitéssel folyt, és azzal, hogy a ,,First Draft...”-ot nyilvanosan osztogattak,
megszegték a biztonsagi eldirdsokat. A masodik ok az volt, hogy Mauchly és Eckert szaba-
dalomért folyamodtak az EDVAC-iigyben, és nyilvanvaléan nem volt kétségik afeldl,
hogy ezt meg is kapjak. Attdl féltek, hogy a publikacio csokkenti annak esélyét, hogy sza-
badalmaztathatjak az EDVAC-ot.

Az elkeseredettség harmadik, talan a legfontosabb oka az volt, hogy a Neumann-féle
dolgozat Iényegében semmilyen hivatkozast nem tartalmazott a Moore Schoolban mdko-
dé tobbi kutatdval kapcsolatban. Eckert és Mauchly nem tartottdk helyénval6nak, hogy az
altaluk elért eredmények Neumann nevéhez fliz6dnek majd, noha azok némelyike tényleg
nem volt Neumannhoz kéthetd. Tudtak, hogy a csoportos kutatasoknal az eredményt a
legismertebb névhez kotik, raadasul annak a nevéhez, aki legelészor publikélja azt.
Eckertnek nem volt lehet6sége publikalni a dolgokat, mert az EDVAC gép katonai titkot
jelentett. Semmi sem mutat arra, hogy Neumann el akarta orozni masok munkajat, hiszen
a dokumentumra réairta, hogy ,,Erist Draft...”, amivel jelezni akarta, hogy a dolgozatot szét
kell osztani a tobbi kutatd kdzott, abbol a célbdl, hogy megtegyék a megjegyzéseiket, kor-
rekciojukat, miel6tt a végleges dolgozat létrejon. Goldstine akcidja azonban végleges hely-
zetet teremtett, amelyen méar nem lehetett segiteni.

Neumann Janos a ,,szamitogép atyja”?

Tobben azt mondjék, akik a szamitastechnika korai torténetét feldolgoztak, hogy a ta-
rolt programu szamitogép otlete voltaképpen nem Neumann Janostdl szarmazik, mert egy
ilyen elven m(ikddé gép létrehozasanak lehet6sége a Moore Schoolban mér azel6tt felve-
t6dott, miel6tt Neumann Janos a szinre 1épett. Eckert mar 6 honappal azel6tt irt errél egy
emlékeztet6t, amikor Neumann Janos egyéltal&n nem hallott még a Moore School-pro-



Gondolatok . .. 167

jektrél. Goldstine ezzel szemben a kovetkez6képpen védi meg Neumann Janost: ,,A jelen-
tés mesteri analizisét és szintézisét adja mindazon elgondolasoknak, amelyek az EDVAC-
kal kapcsolatban 1944 6szét6l 1945 tavaszaig megszilettek. Nem minden gondolat szarma-
zik téle, de ajelentdsek igen. Nyilvanvald, hogy Neumann Janos megirva a ,,Jelentést”, oly
modon kristalyositotta ki a szamitogéppel kapcsolatos gondolkodasmaodot, ahogy senki
mas ezt el6tte nem tette meg.”

Néhény torténetird azt allitja, hogy a Jelentés cimlapjan tébb szerzd nevére is hagytak
helyet. Tényleg igaz, hogy két cimlap késziilt. Az els6n, amelyen csak a Jelentés cime és
Neumann neve szerepelt, volt hely tobb szerz6 részére is. A méasodik, végleges cimlapon
azonban semmi nem mutatott arra, hogy Neumann Janos neve mellé mas neveknek is kel-
lett volna kerdlIniuk.

»Neumann Janos hozzajarulasa az EDVAC projekthez val6sagos és fontos volt, és alta-
l&ban is az els6 sz&mitogép létrehozasaban jatszott szerepe nem volt kicsi, de a Jelentés
publikalasa ezt bearnyékolta” - mondta Goldstine.

Az a korulmény, hogy a ,,First Draft...”-on csak Neumann neve szerepelt, és ezzel § lett
a tarolt program( szamitdgépek ,,atyja”, Moore Schoolban, az EDVAC projekt szétesésé-
hez vezetett. Ehhez még hozz4jottek a szabadalmi problémék is, igy egydtt egy sor konf-
rontacié keletkezett Neumann és az EDVAC tervez6i teamje kozott, aminek kdvetkezté-
ben sokan otthagytdk a Moore Schoolt, és més egyetemi intézetekbe mentek at, vagy sajat
céget alapitottak. VVégll is ez azt eredményezte, hogy az EDVAC tovabbi tervezése és fej-
lesztése lényegében megéllt. Egyébként Burks, aki szintén egyik résztvevije volt az
EDVAC projektnek, a Neumann jelentéssel kapcsolatban a k6vetkezdket irja. ,,Kétségte-
len, hogy mésok nevét is szerepeltetnie kellett volna. Véleményem szerint elsdsorban P.
Eckertet és J. Mauchly-t, H. Goldstine-t és engem is be kellett volna irni a jelentés szerz6i
koze.”

Egyes torténetirok azzal kelnek Neumann Janos védelmére, hogy a jelentést kézirassal
kildte Moore Schoolba abbdl a célbdl, hogy a Hadligyminisztériummal kotott W-670-
ORD-4926 szamu szerz6dés teljesitéseként adjak be, kildjék el a Pentagon azon osztalya-
ra, ahonnan a projektet megrendelték.

2. A First Draft

Az eddig elmondottakkal azt kivantuk bemutatni, hogyan keriilt a korszak nagy (legna-
gyobb) matematikusa a szamitogépek kdzelébe, hogyan jutott el a ,,First Draft...” (a ,,Je-
lentés”) megirasaig, ami miatt voltaképpen 6t tekintik a ,,szamitogépek atyjanak”.

A ,First Draft...” magyar nyelven még nem jelent meg. Mi nem tlizhetjuk ki célul, hogy
ezt potoljuk, de az aldbbiakban részletesen ismertetjiik f6 mondanival6jat. Mondatainkat
tobb helyen akéar pontos idézetnek is tekinthetjlk, de nem tesszik idéz6jelek kozé.

Sok helyen megjegyzéseket fliziink a Neumann-féle filoz6fidhoz.

E fejezet irdinak szerencséjik volt: a ,First Draft...” keletkezésétdl szamitott alig tobb
mint egy évtizeddel ,,belecsdppentek” az elsé hazai szamitdgép épitésének és programoza-
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sanak munkalataiba, és ettd1 kezdve sajat élményeik alapjan névekvd csodalkozéssal figyel-
hették, mi lett a Neumann-elv alapjan épulé EDVAC-boI. Lenyligdzéen meredek fejlédé-
si iv, megjosolhatatlan perspektivaval.

Miel6tt ratérnénk a ,,First Draft...” ismertetésére, elemezzik, milyen el6zmények ve-
zettek ahhoz, hogy ez az dsszefoglalé md Iétrejojjon.

7 Ve 2 7 7 - Ve
Kozvetlen elozmenyek. Altalanos attekintés

Annak érdekében, hogy a ,,First Draft...” megirasaval kapcsolatban az olvasé Neumann
Janos egyedilallo teljesitményét értékelni tudja, roviden dsszefoglaljuk az olvasd szamara
érdekes el6zményeket, azokat, amelyekbdl a ,,First Draft...”-ban szerepl6 elvek, gondola-
tok szllettek (vagy szllethettek). Azt is szeretnénk, ha az olvas6 megértené, hogy a ,,First
Draft...” megirdsakor Neumann Janos miért dolgozott teljesen egyedil, a munkatarsai
nélkil a dolgozaton (bar néhéany részletében felhasznalta a korabbi munkajukat), illetve
miért indult el az EDVAC leirasaval egy addig nem jart, a formalis logikaval jellemzett
aton, ami a mai modern szamitogépek megtervezésének a technikajahoz vezetett. Ebb6l
az osszefoglaldbol - talan - még az is megérthetd lesz, hogy miért nem volt szlikség a ,,First
Draft...”-on - annak ellenére, hogy a cimében ,vazlatnak” készilt - tovabbi munkara és
kiegészitésre.

Még valami. Neumann megjegyezte, azért irta meg ezt a jelentést, hog”" ,,hozzajaruljon a
nagysebességli szamitdgépekkel kapcsolatos ismeretek tovabbi fejlédéséhez, tovabba a lehetd
legkorabban és legkiterjedtebben targyalja az e targgyal kapcsolatos tudomanyos és miiszaki el-
gondolasokat™

Neumann egyik munkatérsa elmondta, hogy Neumann a szamitégépet mindig is a tu-
domény kozkincsévé kivanta tenni, azért volt ellene minden szabadalmaztatéasi kisérlet-
nek, hogy a tudomanyos vilagot ne korlatozza bizonyos dolgoknak egy néhany embernek
a birtok&ban 1év6 tulajdonjoga. Azt is mondtak, hogy a szamitogépek fejlesztésének a ko-
rai szakaszaban Neumann Janos nem gondolt arra, hogy egyszer majd a szamitogépeket
gyarakban fogjak tomegével el6allitani, az volt az elképzelése, hogy a szamitdgép egy
olyan eszkdz lesz, amiket kiilonb6z6 egyetemek és kutatdintézetek a maguk képére és ha-
sonlatossagara, a felhasznalando célra fogjak egyedileg el6allitani. Ebben az esetben min-
denféle szabadalmaztatasi eljaras valoban akadalyozta volna a szdmitdgépek gyors elter-
jedését.

A ,First Draft...” targyalasa el6tt megvizsgaljuk az EDVAC-ot kozvetleniil megel6z6
szamoloberendezések logikai és miszaki felépitését, kilon felhivva a figyelmet az azokbol
atvett megoldasokra és részegységekre, valamint az eltérésekre és az azonossagokra.

- Az EDVAC megtervezése el6tt Amerikaban szinte alig voltak mérndkok és matema-
tikusok, akik a szamol6berendezések tervezésében, a miveletek vezérlésében, egyal-
talan a szamitogépes elektronikus aramkorok kialakitasaban tapasztalatokkal rendel-
keztek volna.

- Az emlitett elektromechanikus Flollerith (lyukkartyas) adatfeldolgozd gépek az elsd
elektronikus szamitogépek szempontjabdl azért voltak fontosak, mert John Mauchly
és Presper Eckert, az ENIAC tervez8i az ENIAC programozasanak az aramkoreit és
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modszerét ezektdl a gépektdl vették
at. Mar a Hollerith-gépeket is felhasz-
nalta Wallace J. Eckert tudomanyos -
csillagészati - szdmitasok elvégzésere,
de a gép konstrukcidja erre csak némi
véltoztatdsokkal volt alkalmas. Wal-
lace J. Eckert munkéssaganak az ori-
&si jelent6ségét abban lehetne ossze-
foglalni, hogy az IBM figyelme az
adatfeldolgozas iranyabdl a tudoma-
nyos szamitasok felé fordult.

- A szamitasok gépesitése szempontja-
bol ugyancsak oriasi jelent6sége volt -

a harmincas évek végén megépult -

két jelfogos szamitogépnek, az egyi-

ket - a MARK l-et - Howard H.

Aiken vezetésével a Harvard egyetem

és az IBM kozosen fejlesztette, a ma-

sikat pedig - a Model I-V-6t, a rész-

ben automatikus szamoldgépet - a Bell

Laboratorium, George R. Stibitz ira- 7. ékr)]ra. feorge, R.b Stibi'(z,t a Bf'u Labor’atétr,iutn 'ele::tro-
ez s s , z mechanikus, reszpben automatikus szamitogepene a

ny,ltasa\{al,epltettEk meg. I_Ezek a relés Model V.jeI’fogés gépnek a tervezdje. (1937)g P '

szamoldgépek tulajdonképpen

Charles Babbage mechanikus épités,

analitikus gépét masoltak le, igy - noha az ENIAC-ba szinte semmiféle megoldasuk

nem kerdilt at - mégis az ENIAC kozvetlen ,,rokonanak” voltak tekinthet6k.

- Valdjaban ajelfog6s szamitdgép-technikanak mar nem volt ideje kifejlédni, mert alig
két-harom év mulva a szamitastechnikdban megjelent az elektroncsd, ami tébb nagy-
ségrenddel gyorsabb kapcsoléelem volt, igy - az éppen megszuletett jelfogds techni-
kat - gyorsan hasznélaton kivul helyezte. Egyébként Aiken egy 1937-es kiadatlan ta-
nulmanyaban mér céloz a szdmitdgépnek az egyik legfontosabb jellemzgjére: ,,...(a
gép) egy szamitast a matematikai miiveletek természetes sorrendjében végezzen el Ezt a
megjegyzest, kizvetve - talan belemagyardzassal - Ugy is lehetne értelmezni, hogy a
gép a matematikai miveletek programjat automatikusan hajtsa végre.

Ezért irja azt Hermann H. Goldstine ajelfogds szamoldgépekrél: ...a Harvard Szamités-
technikai Laboratdriumaban talalhaté gépek 6nmagukban semmiképpen nem voltak a jové
el6futarai. Egy Ujszilott tudomanyag korai idészakaban igen sok Ujszer( 6tlet 1at napvilagot,
és Olt testet valamilyen szerkezet alakjaban. A tudomanyos alkalmazas valasztdvize azutan az
alkalmatlanokat kisz(ri; ez a technoldgiai analdgiaja a természetes kivalasztas darwini elmé-
letének, amely szerint a legéletképesebb egyed marad meg. Amikor egy Uj, fontos gondolat el-
s6 izben napvilagot lat, egy sor modosulésra lehet szamitani, és ez mindaddigfolytatodik, amig
egy Uj, stabil helyzet nem kristalyosodik ki.

- A szamoldberendezések fejl6désében ez a modosulas - John Vincent Atanasoff fel-

Iépésével - viszonylag gyorsan bekdvetkezett. 1937-ben valt vilagossa Atanasoff sza-
mara, hogy elektroncsdvekkel - kettes szamrendszerben - szamol6aramkoroket lehet
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épiteni, tobb nagysagrenddel gyorsabbakat, mint azt elektromechanikus kapcsoloele-

mekkel barmikor is ki lehetett volna fejleszteni. Atanasoff feltalalta és alkalmazta a

kapacitiv dobtarolot, amivel - Clifford Berry-vel kdz6sen - egy elektronikus szamo-

I6gépet épitett, az ABC-t (Atanasoff Berry Computer), ami - elszigeteltsége miatt -
csak kozvetve hatott az elektronikus szamitogépek tervezésére.

- Amikor  Atana-

soff otletét John W.

Mauchly meghallotta,

azonnal felkereste az

lowa State Collégé-

ben, ahol egy hét alatt

megismerte az elekt-

roncsfves  szamito-

adramkoroket és kikér-

dezte Atanasoff-ot to-

vabbi elképzeléseirdl.

Az eredmény Presper

J.  Eckert villamos-

mérnokkel  kdzosen

szlletett meg: az
8. &bra. John Vincent Atanasojf, matematikus, az elektronikus szamitdgép ENIAC

feltalal6ja. Az els6 elektroncsoves szamitdgépet - az ABC-t (Atanasojf Beny Com- , ,
puter) - 1939-ben Clifford Berryfiatal villamosmérndkkel egyutt épitette meg. . AZ utokor e,rdekes
vitdkat generdl az

ENIAC-kal kapcsolatban. Az egyik kérdés, hogy az ENIAC, amikor megépiilt, egy gyors,
elektronikus szamologép (calculator, mint példaul a MARK 1) volt-e, vagy pedig szamité-
gép (computer), mint példaul az EDVAC, az EDSAC, illetve az IAS gép? A hazai, de a
nemzetk6zi meghatarozas szerint is, szamoldgépnek nevezik azt a szamoldberendezést,
ami a matematikai és logikai miiveleteket el tudja végezni, a programot egy kilon tarolé-
ban (példaul lyukkartyan, lyukszalagon vagy mas tarol6eszk6zon stb.) 6rzik, onnan utasi-
tasonként olvassak be és hajtjak végre. Ha ezt a meghatarozast elfogadjuk, akkor az
ENIAC szamologép és nem szamitdgép volt.

- Az ENIAC tervérdl az a Nemzetvédelmi Kutatasi Bizottsag azt mondta, hogy az nem
mas, mint a gyors szamologépprogram leirdsanak az elektronikus masolata. Szamos
szakert6 - tobbek kozott Goldstine - szerint is az ENIAC valdban egy mechanikus
szamologépnek volt az elektronikus méasolata. Felfedezheték voltak benne az elekt-
ronikusan megépitett ,tizfogl szamolokerekek™ (gydiriis szamlaldk), az atvitelképzés,
minden akkori mechanikus szdmoldgépelemnek az elektronikus megfelel6je.

- Goldstine az ENIAC leiradséban errdl igy ir:

Az aritmetikai egységek, az akkumulatorok miikodésmodjukban nem kilénboztek tulsago-
san a kor elektromechanikus, digitalis gépeitdl. Ezek az elektromechanikus készllékek szam-
lalokerekeket tartalmaztak, amelyek egy elektromos jel hatiséra egy fokkal elfordultak. Az
elektronikus gy(ir(is szdmlalok ezekkel a kerekekkel analég mdédon mikddtek. (...) Az
ENIAC-ban egy-egy szamlalé szorosan kapcsolt flip-flopokbdl allt, amelyeket Ugy kapcsoltak
Ossze, hogy a szamlaléban mindig csak egy flip-flop volt 1 allapotban, az 6sszes tobbi 0-ban.
Ha a szamlalo elektromos jelet észlelt, ez aflip-flop visszadllt 0 allapotba, a kdvetkez6flip-flop
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pedig 1 &llapotba billent &. A szamlalot gy lehetett nulldzni, hogy egy elére megadott flip-
flopot, amelyet els6 helyértéknek neveztek, 1 allapotba kellett allitani. Az ENIAC szamlaloi
mind gy(r(s szamlalok voltak, ami egyszer(ien annyitjelent, hogy az elsé és az utolsé hely meg-
felel6 6sszekapcsolésa révén a szamlalo, ha az utolso allapotban volt, és aramimpulzust kapott,
ismét visszatért az elsd allapotba, azaz az utolso hely utan ismét az elsé hely kdvetkezett. M-
kodési elvében tehat egy gydrisszamlald nagyon hasonlitott a szamlalokerekekhez, csak sok-
kalta gyorsabb volt azoknal. (...)

...az ENLAC decimalis gép volt, amely (tizes szamrendszerbeli) 10jegyd, el6jeles szamokkal
tudott dolgozni, minden akkumulator - azok az egységek, amelyek az dsszeadas és a kivonas
miveletét végezték -1 0 darab 10fokozatl és egy 2 fokozatd gy(ir(is szamlalét tartalmazott, az
utébbit a szam elbjelének ajelzésére. A 10fokozatl szamlald allapotaifeleltek meg rendre a 0,
1,... 9szamjegyeknek. Valamennyi akkumulatorban atviteli aramkdrok kototték dssze a szam-
lalokat Ugy, hogy ha valamelyik szamlal6 a 9. fokozatrol visszavaltott a O-ra, a kovetkez6, téle
balra elhelyezett szamlal6 egy aramimpulzust kapott, jelezve, hogy a maradékatvitel megtortént.

Pontosan gy, mint a néhany korszakkal el6bbi fogaskerekes - Schickard, Leibniz, Pas-
cal szamologépekben. Eppen ezért, az ENIAC-nal sokkal korszeriibb elveken épiiltfel a ko-
rébban megsziiletett ABC, Atanasoffgépe.

- RLENIAC egy nagyon gyors, programozhat6é szamoldgép volt, a mechanikus szamo-
I6gépek analogidjara gydris szamlalokkal (elektronikus szamkerekekkel) tizes és
nem kettes szamrendszerben szdmolt, a gépet valdjaban dugaszoldtablakon, Hol-
lerith-rendszerben lehetett programozni. Az ENIAC-ban nyoma sem volt azoknak a
logikai d&ramkdroknek, amelyek a modern tarolt programu szdmitogépeket - igy el6-
szor a technikatorténetben - az EDVAC-ot is jellemezték.

- Az ENIAC vezérlése - enyhén szolva - ugyancsak nagyon bonyolult volt. Ismét Her-
mann Goldstine-t idézzuk:

..hogyan lehetett az ENIA C-ot egy adottfeladat elvégzésére utasitani. Ez igen bonyolult val-
Ialkozas volt, és ez a bonyolultsag volt az egyik oka annak, hogy a gépb6l nem késziilt tdbb.
(...) A legtobb egység dnallo programvezérléssel (program control) rendelkezett, amely meg
tudta jegyezni, hogy az egységnek egy adott miveletet, peldaul egy dsszeadést el kell végeznie,
ésjelezni is tudta, hogy ezzel végzett. Altalaban tébb programvezérlésre is sziikség volt egy arit-
metikai mdvelet elvégzéséhez. Ha példaul az 1 akkumulatorban tarolt szamot hozza kellett ad-
ni a 2. akkumulatorban tarokhoz, az 1. vezérlést utasitani kellett, hogy vigye at az akkumula-
tor tartalmat, a 2.-ét pedig, hogyfogadja be. (Zardjelben megjegyezzilk, hogy a két akkumula-
tor kozott dsszekottetést is kellett létesiteni, hogy a szamokat valéban at lehessen vinni.)

Ezért mondta Goldstine az egyik el6adasaban, hogy az ENIAC - talan - legnagyobb hi-
baja a programozés megoldatlansaga volt, a programozok egy feladat programjat koriilbe-
10l hdrom hétig irtdk, mig a gépen a feladat harom perc alatt futott le.

Ennek ellenére, az Gjzélandi L. J. Comrie (1893-1950) matematikus és csillagasz, aki
elészor hasznalta a ,,teker6s” mechanikus szamoldgépeket és a Hollerith adatfeldolgozo
gépeket csillagaszati szamitasokra, az ENIAC-ot latva, nagyon kélt6ien irja le a benyoma-
sait:

Tik ... tak ... tik ... tak ...

Harom masodperc ... ezer szorzast mar elvégzett a gép. Az dra tovabb ketyeg ... Egy dran
beltl egy millidval végez.

igy talan érthetd, hogy Neumann Janos az EDVAC tervezésénél se a mliveletvégz6 egy-



172 Kovécs gy6z6-S zelezsan Janos

ség, sem a vezérlések megtervezésénél az ENIAC tapasztalatait egyaltalan nem hasznélta
fel, szinte mindent maga talalt ki. Annak egyel6re nincs nyoma, hogy az EDVAC-megol-
dasok kinek jutottak még az eszébe, a munkatarsainak-e vagy pedig csak Neumann Janos-
nak. Alapos okunk van feltételezni, hogy a ,,First Draft...” logikajanak a megoldasai, k-
I6n6sen a 6-12. fejezetben leirt aramkdrok Neumann Janos fejében sziilettek. Akkor vi-
szont miért szerepeltetett volna a dolgozatban tarsszerz6ket?

- Az ENIAC alkotoit nem csak az ENIAC vezérlésnek a bonyolultsiga, de az ezzel szo-
ros kapcsolatban Iévé programozasi problémak is izgattdk. Goldstine ezzel kapcsola-
tos korabeli megjegyzései:

1944-re tehat a Moore Intézetben miik6d6 csoport tagjai kdrében altalanosan ismertté valt,
hogy egy digitalis gép szaméara az utasitasokat numerikus formaban lehet szalagon tarolni.
()

Kiléndsen engem (...) foglalkoztatott sokat az ENIAC programozasahoz hasznélt eszkoz
(a dugaszolhat6 programtabla. KGy) esetlensége és a taroloregiszterek kis szama. Lelki sze-
meink el6tt mar a ballisztikai egyenletek megoldasanal joval bonyolultabb szdmitasok elvégzé-
se lebegett.

...a Moore Intézetben sokat beszélgettiink arrdl, hogyan lehetne az ENIAC mikddési hia-
nyossagait kijavitani. Ismeretes egy Eckerttdl és Mauchlytdl szarmazd keltezetlen jelentés,
amely egy késleltetd miivonalnak nevezett, a gép tarkapacitdsanak bovitésére szolgald eszkozt
irle. (...) A leirt eszkdz (...) kulcsfontossagunak bizonyult a fejlédés kévetkez6 fazisa sorén.

Mindez arra utal, hogy a Moore Intézetben folyd elméleti gondolkodas 1944 augusztusanak
végére mar meglehet6sen elérehaladott allapotban volt. (...) Ekkor hozakodott el6 Eckert az-
zal a gondolattal, hogy a késleltet6 miivonalat fel lehetne hasznalni informéacidk tarolasara.
(...) Kl6nos szerencse, hogy éppen, amikor az 6tlet folmerlt, 1épett szinre Neumann Janos.
(...)

John Grist Brainerd, a Moore Intézet igazgatoja igy ir:

Lehetetlen az ENIAC tarkapacitasat olyan mértékben névelni, ... ami a gyakorlati céld
nemlinearis parcidlis differencidlegyenletek kezeléséhez szlikséges volna. (...) Jelenleg két olyan
elméleti elképzelést ismeriink, amelyet kiindul6pontként lehetne kezelni. Az egyik ikonoszkép
csovek esetleges alkalmazasa, amelyre nézve dr. Neumann megbeszéléseket folytatott dr.
Zworykinnal az RCA Kutat6 Laboratdriumébol, a mésik pedig a késlelteté miivonal felhasz-
nélasa informaciok tarolasara, amellyel kapcsolatban méar vannak tapasztalataim.

Ismét Goldstine:

- Az 0j gép logikai tervén val6 munkélkodéas pontosan Neumann izlése szerint valo volt. E
tevékenység soran aformalis logika terénfolytatott korabbi munkéssaga donté szerephez
jutott. Miel6tt Neumann szinre lépett volna, a Moore Intézetben dolgozé csoport elsésor-
ban a valdban sulyos technoldgiai problémékra dsszpontositotta a figyelmét, 6 viszont a
megérkezése utan atvette a vezet6 szerepet a logikai problémak terén. Megkezd6dott ily
mddon a csoport kettéoszlasa technologusokra - Eckert és Mauchly - és logikaval fog-
lalkozokra - Neumann, Burks ésjémagam. Ez természetes munkamegosztas volt, az el-
lentétek azonban az id6k multaval egyre ndvekedtek, és végil a csoport kettészakadasa-
hoz vezettek.

- igy biztosra vehetd, hogy a modern szamol6 és féleg vezérl6, elektronikus aramko-
roknek a leirdsat el6szér Neumann Janos tette kozzé a széban forg6, EDVAC-dolgo-
zatban, a First Draft irdsdba - megkockdaztathat6 - valészin(ileg azért sem vonta be-
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le a tarsakat: Mauchly-t, Eckert-et, Burks-6t, de még Goldstine-t sem, mert attél
félhetett, hogy Mauchly és Eckert az ENIAC iranyaba vinnék el az EDVAC terve-
it (ez persze csak spekulacid), még az is feltételezhet6, hogy a logikusan felépitett
gondolatait megzavartak volna a tobbiek részérdl - irds kozben - elhangz6 hozza-
sz6lasok.

- Neumann az egyetlen logikus és lehetséges megoldast valasztotta, az EDVAC terve-
it, a ,,First Draft...”-ot miutdn megbeszélte a munkatarsakkal - Los Alamos-ban, az
ir6asztala mellett, a sajat logikajanak megfeleléen irta meg. Egy ilyen tanulmanyt ko-
zésen nem is lehetett volna elkésziteni. Azzal az utdlagos véleménnyel nem nagyon
lehet vitazni, hogy a dolgozatot Neumann - feltételezhet6en - ideiglenes leirasnak
szanta, a cimében foglalt ,,Draft” mindsités - talan - éppen ezt mutatja.

- Meg kell jegyezni, hogy az EDVAC-ot megel6zd szdmoloberendezések mindegyike
az adatokat sorosan tarolta és a mlveleteket sorosan hajtotta végre. Egy korabeli le-
irasban olvastuk, ennek az volt az oka, hogy a szdmologépek konstruktérei a draga
aktiv elemek nagy részét (el6bb jelfogdk és kapcsoldgepek, majd pedig elektroncso-
vek, s6t tranzisztorok is) ,,kisporoltak” a szamoldgépekbdl. Ugy okoskodtak, ha egy
binaris szdmoldgép harmincbites szamokkal szdmol, akkor egy 30 bites miveletvégz6
aramkort kell megépiteni, amiben ezeket a hosszd szamokat egy idében lehet ssze-
adni. A harminc bites miiveletvégzé aramkoroket - a korabeli konstruktérok szerint
- csak sok alkatrésszel lehetett volna megépiteni, igy pl. a sok elektroncsd miatt rom-
lott volna az aramkorok biztonsaga (sok alkatrész, sok hibaforrés), ezen kivil az
aramkor sokba is keriilt volna, nem beszélve arr6l, hogy hosszabban és bonyolultab-
ban lehetett volna az &ramkdroket kialakitani. Ezért feltehet6 - amikor Neumann Ja-
nos az EDVAC-leirast készitette - a korabeli elvek szerint, mar csak szokashdl is, so-
ros szamitogép megépitésére gondolhatott.

- Neumann azért is a soros szamitdgép mellett tette le a voksot, mert akkor fedezték
fel és vették alkalmazésba a soros szamitogépeknek a mar emlitett egyik legfontosabb
elemét, a késleltet§ miivonalat, amivel a legkdnnyebben soros szamitdgépeket lehe-
tett épiteni. Ennek a fontos eszkdznek a leirdsdhoz ismét Hermann Goldstine dolgo-
zatat vesszik segitségl:

- ...a bennlnket érdekl6 tipus az un. ultrahangos késleltet6 mivonal. (...) Ezek az ultra-
hangos eszkdzok gy mikodnek, hogy a késleltetni kivant elektromos jelet ultrahangjellé
alakitjak at; ezt valamilyen folyadékon keresztil vezetik, majd ismét visszaalakitjak elekt-
romos jellé. A késés abbdl a ténybdl fakad, hogy ajelek afolyadékon sokkal lassabban
haladnak at, mint az elektromossag a vezetéken. Higanyban példaul egy ilyenjel sebessé-
ge 1450 misec, mig az elektromos jel sebessége a vezetéken afény 3 1 I(h misec sebessé-
géhez all kozel. Ha tehat megfeleléen valasztjuk meg a folyadékot tartalmazd edény
hosszat, akkor el6re meghatarozott nagysagu késleltetés érhet6 el.

A Kkéslelteté m(vonal, pl. egy higannyal toltott csd, aminek a két végét egy-egy piezo-
elektromos kvarckristallyal zartak le. A kristaly, ha elektromos fesziiltséget kap, megval-
toztatja az alakjat, illetve - mechanikus hatésra - a kristalyban elektromos fesziiltség éb-
red. Ily mddon a kristalyra vezetett impulzusok hatasara a kristaly rezegni kezd, ez a folya-
dékban hanghulldmokat kelt, amiket a kimeneti kristaly - akar masodpercenként tébb mil-
lidszor - ismét elektromos impulzusokka alakit vissza. Egy 1,45 méter hosszl, higannyal
to1tott csében 1 milliszekundumos késleltetést lehetett elérni.
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Ha a kimend és a bemend oldalt dssze-
kotjik, akkor a cs6be vezetett hangminta
periodikusan ismétlédik, amig a vesztese-
gek miatt a jel a cs6b6l el nem tlinik. Ha az

. ~ energiaveszteség poétlasara a visszavezetett
jeleket felerdsitik, akkor maris készen all a
késleltet6 mdvonal mint tarol6, amiben a
bevezetett informéciot - amig az er6sités
megvan - tarolni lehet.

Ha ajel, amit a bemen6 oldalra vezettek,
0,5 mikroszekundum hosszu volt, akkor egy
ilyen csében akar ezer binaris szamjegyet is
tarolni lehetett.

- A Késleltet6 mivonalat az ENIAC-
ban alkalmazott taroldval 6sszehason-
litva azonnal megérthet6, hogy Neu-
mann miért fogadta el azonnal az (j
talalmanyt, amit Eckert mutatott be
az EDVAC tervez8inek, tdbbek ko-
z6tt Neumann-nak is. Az ENIAC ta-
rolasi kapacitasa 20 sz0 volt, egy-egy binaris szamjegy tarolasara egy kettds triodaval
(két félelektroncsével) épitett flip-flopot alkalmaztak. Az EDVAC esetében egy kés-
leltet6 miivonal 1000 bitet tudott tarolni, a mdvonalon cirkulaltatott bitek energia-
veszteségének a poétlasara elég volt tiznél kevesebb elektroncsé, igy a mivonalas ta-
roldval a memoriahoz sziikséges elektroncsdvek szamat - az ENIAC flip-flopos téaro-
I6jahoz viszonyitva - korllbelll a szdzadrészére lehetett csokkenteni. Ezért azutan
Neumann a tervezésnél az ENIAC 20 sz6s tarkapacitadsaval szemben az EDVAC tar-
kapacitasat minimalisan 2000 széra valasztotta.

Egy érdekesség, amit éppen itt érdemes megjegyezni. A szamitdgépek épitésénél a leg-
kényesebb elem - az ENIAC-nél és az EDVAC-nél, de még a mai modern PC-nél is - a
memoria volt. A késleltetd miivonalak utdn megjelentek a tarolocsovek (Neumann ,,igazi”
szamitogépében, az IAS gépben is ezzel épilt a memdria), majd a ferritmemoridk, az utéb-
biaknak az volt a legnagyobb baja, hogy a memdrialapokat kézzel kellett f(izni, a technol6-
gia ezért nem volt automatizalhatd és miniattirizalhat6 sem.

1969-ben az Intel alapit6i - Gordon Moore és Bob Noyce - bejelentették az elsd félve-
zet6 alapu, integralt aramkori memdériat, a 3101-es, 64 bites RAM-ot, amiben 1 bit tarola-
sa kortlbeltl 100-szor tdbbe keriilt, mint a korabeli, széles korben hasznalt ferritmemori-
aban. Az Intel piacpolitikdjat a szakma értetleniil nézte, hogyan lehet egy ennyire draga
termékkel egy kiforrott memoriatechnikéval szemben versenyezni? Ez az Intel memdria
egyébként a valamikori ENIAC memdriara hasonlitott, ugyanis egy-egy bitet egy-egy trié-
dapéar helyett egy-egy tranzisztorparbdl kialakitott flip-flop tarolta, amit a szilicium egy-
kristalyban tudtak ,,kifaragni”. Az Uj és nagyon draga terméket az Intel mégis a piacon tar-
totta, s6t vasaroltak is, ha nem is nagy témegben, mert a ferritmemoriaval szemben a fél-
vezet6s RAM pici volt, kevés energiat fogyasztott és benne volt az automatizalt tomeggyar-
tas lehet6sége. Nem kellett hosszu ideig varni, az Intel megalkotta az integralt aramkori

9. &bra. A soros szamit6gépek memoriaja, a késleltetd
m(ivonal. A képen lIsaac Auerbach kezében lathat6é a
UNIVAC-ban haszndlt (1946/47) higanyos mdvonal.
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tdmeggyartasi technoldgiat és a picinyke Intel memdriachip, a ferritmemoriat néhany perc
alatt a padlora kildte. Egy ipardg eltlint, amit felvaltott egy masik - az integrélt &ramkari
technika - ami a megjelenése Gta uralja a piacot.

- Az EDVAC egyik legnagyobb kiilénbsége - az ENIAC-hoz viszonyitva - az volt, hogy
kettes szdmrendszerben szamolt, igy Neumann eleve elhagyta a gy(ir(s szamlalét, az-
az az elektronikus fogaskereket. Ezzel a véltoztatassal az egész gépnek az aritmetikai
egysége, amit a tanulmany CA-nak nevez, megvaltozott. A korabeli irodalombdl
kitlinik, hogy Neumann valdszin(ileg nem ismerte John Vincent Atanasoff munka-
jat, csak kés6bb talalkoztak, a talalkozéssal kapcsolatban Atanasoff azt mondta:
Neumann volt az elsd szakember, akivel a szamitogépekrdl értelmesen lehetett beszélget-
ni, és akitél sokat tanultam. Atanasoff 5-6 évvel az EDVAC el6tt leirta, s6t John
Mauchly-nak el is mondta, hogy elektronikus szdmoldeszkdzdkbe, amik kétallapotu
elemekbdl - akkor elektroncsdvekbél - épiilnek fel kizarolag a kettes szdmrendszer(i
aritmetikai miveleteket lehet beépiteni.

- Neumann (gy gondolta, hogy az EDVAC-ban elég 8 decimalis szdmjegybdl (27 bit-
b6l) allé szamokkal mdveleteket végezni, ez elegend6 - mondta - szamos probléma
megoldasara. Neumann tehat a megoldandé feladatokbol vezette vissza a megoldas-
ra kerll6 feladatban az alapadatok nagysagat. Ennek ellenére - val6szinileg a konst-
rukt6érok szerették a kerek szamokat - tébb korabeli szamitogép is 30 bites (-l-el6jel)
szavakkal szamolt. 30 bites szavak esetében a binaris eredményt el6bb nyolcas szam-
rendszerre forditottak le, majd utdna a nyolcas szamrendszer( eredménybdl szami-
tottak ki - tizes rendszerben - avégeredményt. Kés6bb ez a mddszer lényegesen egy-
szer(isodott.

- Neumann a Jelentésben (7-8. fejezet) részletesen sorba veszi a mlveletvégzd egysé-
geket, az 6sszeado (kivono) egységet, az el6jelekkel valé miveleteket, a binaris (tize-
des) pont meghatarozésat, a szorzast (kulon foglalkozik a szorzds pontossagaval, hi-
szen, ha két 30 bites szdmot 0sszeszorzunk, akkor egy 60 bites szamot kapunk ered-
ményiil) és az osztast. Egyébként voltak olyan korabeli sz&mitogépek, amelyek a szor-
zés, kulonben elveszd részét, egy kilon regiszterben taroltdk, ezt a regisztert az osz-
tas pontossaganak novelésére is fel tudtak hasznalni. Neumann - hasonldképpen a
szorzashoz - az osztas elvégzésének is megadta a pontos leirdsat.

- A Jelentésben kulon fejezet foglalkozik a binaris (a kéznyelvben tizedes) ponttal. Ez
azért is Iényeges volt, mert a gép pozitiv és negativ, egynél kisebb abszolut értékd, fix-
pontos szdmokkal szamolt, amiket azutan szamos elsd generacids szamitogép - ép-
pen a ,,First Draft...”-bdl atvett. Az els6 hazai szamitdgép, az M-3 is 30-1-1 bites sza-
vakkal dolgozott, fixpontos gép volt, az adattartoméanya pedig a fenti tartomanyba
esett. Ez a korlat részben megkdnnyitette, részben megnehezitette a binéris vesszd,
illetve az eredmény konverzitja utan a tizedes vessz6 helyének a meghatarozasat (9.0
fejezet).

- Neumann az egyéb aritmetikai m(iveletekkel is foglalkozott, mint példaul a négyzet-
gyOkvonassal, amit a legtébb korai szamitogépben egy szubrutinnal intéztek el, az
utasitasrendszer négyzetgyokvonast nem tartalmazott. Neumann erre is ad megol-
dast. Egyébként felteszi a kérdést, hogy milyen miveletek sziikségesek a szamitogép-
ben? Az alapmliveletek ugyanis az 6sszeadas és a kivonas, a tobbi mivelet - a szor-
z4s, az 0sztas és a négyzetgydkvonas - mar visszavezethet6k az elsd két miiveletre. De
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- mondja Neumann - miutan a miveletek gétja a viszonylag kicsi memoria volt, mas
Gtja is van a magasabb mliveletek elvégzésének, példaul a beépitett logaritmikus és
aritmetikai - mondjuk - szorzétabla. Szamos korai szamitogéppel lehet talalkozni -
ilyen volt példaul Kozma Laszl6 egyik antwerpeni gépe is, amelyikbe egyszeregytab-
la volt beépitve, egy masikba pedig egy Wheatstone-hidas (anal6g) aramkér, amivel
-j6 pontossaggal - meg lehetett becsiilni a magasabb miveletek végeredményét (10.0
fejezet).

- A Vazlat - mér volt szé réla - nagyon sokat foglalkozik a memdriaval, hiszen Neu-
mann az EDVAC szamitogéppel az ENIAC-nak tébb nagy problémajat is meg akar-
ta oldani, ezek kozll az egyik a memdria elégtelensége volt. A méasik a programozas
lassusaga, ami ugyancsak a mem@aria problémajara volt visszavezethet6.

Az EDVAC leiras kétféle memoriat emlit, a mar ismertetett késlelteté miivonalat, illet-
ve az ikonoszkdpot (specialis, impulzusokat tarold elektroncsd), ami a kés6bbi Neumann-
Goldstine IAS-fejlesztésekben fszerepet kapott. A késlelteté miivonal ugyanis meglehe-
tésen bonyolult médon, féleg soros szamitdgépekben volt hasznéalhatd, mig az ikonoszkop
inkadbb - az akkor még nem létezd, sét elvetett - parhuzamosan miikédé szamitégépekben,
ehhez az architektirahoz a korabeli memoriak kozil éppen az ikonoszkép-memoria volt
az idedlis. Az nyilvan a technikatorténetbe vald belemagyarazas, hogy Neumann meég az
EDVAC-riportot irta, de méar az IAS szamitogépre gondolt, inkabb az a valdszind, hogy a
tervezéshez sziikséges informacidk 6sszeszedése alkalmaval felmeriilt az ikonoszkdp-me-
moria, amit az EDVAC nem hasznélt. Abban a pillanatban azonban, amikor az IAS gép
tervezése elkezd6dott, Neumann-nak az ikonoszkdp az eszébe jutott, és a sokkal moder-
nebb - parhuzamos mikddést - IAS gépet ezzel a memdridval tervezte és épitették meg.

- A First Draft...” tanulméanynak talan a legnagyobb értéke, hogy Neumann ebben ir-
ja le pontosan a késébb ,,Neumann efo™-nek nevezett tarolt program elvet. A ,,Draft”
szinte alig észrevehet6en fogalmaz (14.0 fejezet): ,,Az utasitasok az M-b6l (meméria)
kertilnek a CC-be (central control, kdzponti vezérl6egység), ugyanonnan, ahol a nu-
merikus adatokat is taroljak. ” Egyébként csak ennyi és nem tobb a tarolt program
elve.

- Kiegészitésként azt kell még tudni, hogy minden Neumann el6tti amerikai gép kulon
tarolta az adatokat, lattuk az ENIAC-nal flip-flopokban, a jelfogds gépekben jelfo-
gokkal, amikb6l olyan sebességgel lehetett az adatokat megkapni, mint amilyen se-
bességgel a miveleteket végrehajtottdk. Az utasitdsok tadra minden gépben - még
Kozma Lé&szl6 MESz-1-ében is - kilon volt. Az ENIAC-nal dugaszolétablan, mas gé-
pekben lyukkartyan, lyukszalagon taroltak az utasitasokat, azaz a programot, mert az
utasitasokat altalaban lassabban hajtottak végre, mint a miveleteket.

Neumann Janos, amikor az ENIAC nagyon nehézkes programozésan tdprengett, jott ra
arra, hogy a két tarat, a programtérat és az adattarat egyesiteni kell, annal is inkabb, mivel
az utasitasokat is szamokkal kodoltak, tehat egy utasitds megjelenésében pontosan olyan
volt, mint egy adat és forditva.

Hermann Goldstine egy hosszl beszélgetés alkalmaval elmondta, hogy az elv kitalalasa
utan - amire egyértelmien azt mondta: Neumann Janos fejéb6l pattant ki az isteni szikra -
egymast tullicitalva kezdtek el hangosan gondolkodni. A kovetkez6ket soroltak fel:

» Ha a kozos tarban egyutt van az adat és a program, akkor az adatokat is lehet prog-

ramnak nézni, és forditva.
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» Ha a programot lehet adatnak nézni, akkor azon miveleteket is lehet végrehajtani.

» Ha a programon muveleteket lehet végrehajtani, akkor egy programmal egy masik
programbol egy harmadikat lehet Iétrehozni.

» Ha ez igy van, akkor egy szamitogép a sajat programjat modosithatja - ezt mar nem
mondtak ki: a szamitdgép tnmagat is fejlesztheti (evolucio).

- A térolt program elve mind az EDVAC-nak, mind az utana kovetkez6 szamitdgépek-
nek - azota is - a ,,kébe vésett” torvénye, amin a konstruktérok - bar szamtalanszor
megkisérelték - eddig sohasem tudtak tullépni.

- Neumann - ne tévessziik 6ssze a két elnevezést, ezt az izemmddot ugyanis néha so-
rosnak mondjak, de nem az - a tanulmanyban allast foglalt az utasitdsoknak az egy-
mas utani (soros vagy inkdbb sorban val6) végrehajtasa mellett. Az ENIAC ebben is
mas volt, ott megengedett volt a tobb utasitdsnak az id6ben egyidejii végrehajtasa is.

- Meég valamit az ENIAC-rdl, ismét egy Hermann Goldstine-idézet:

...Neumann vitaba szallt velem: vajon &t lehetne-e alakitani az ENIAC-ot egy tarolt prog-
ramu géppé. Aztjavasolta, hogy az ENIAC két fliggvénytablaja kozil az egyiket arra hasznal-
juk, hogy ebben taroljuk a program leirasahoz sziikséges utasitasokat, és az ENIAC-ba egy-
szer s mindenkorra huzalozzuk bele ezeket az utasitasokat. Még néhany mas trikk segitsége-
vel fel lehetett hasznalni az ENIAC kiilénb6z6 egységeit az utasitasok végrehajtasanak a ve-
Zérlésére.

Az ENIAC atalakitasahoz tobb hénapig tartd farasztd programozasi munkara volt szikség.
Minthogy Neumann nagyon tiirelmetlen volt, hogy mikor lehet az ENIAC-ot az (j modon
hasznélni Los Alamosban, ezért 1947. junius 7-én kinevezte a feleségemet a Laborat6rium
konzultdnséva. Ebben az id6ben Neumann mar igy irt: ,,...nagyon elkotelezett vagyok Adele-
nek a leveleiért. Nick és én méar az 6 Uj kddjéval dolgozunk, és eddig kivalénak talaltuk. (...)”
Adélé Goldstine, az 4ltala kidolgozott rendszert tovabbadta Richard Clippingemek, aki akko-
riban a Ballisztikai Kutaté Laboratorium Szamitastechnikai Laboratdriumanak a vezetdje
volt. (...) 1948. szeptember 16-&n az (j rendszer lefutott az ENIAC-on. ’Ez a Goldstine meg-
jegyzés annyit jelent, hogy az ENIAC is, 1947-ben - Neumann és nem Mauchly, valamint
Eckert - javaslatara atalakult kvazi tarolt programu géppé, amit - a gép életének masodik
felében - mar igy hasznaltak.

- Még egy érdekes adalék a tarolt program elvének a kitalalasahoz.

Egy 1994-es latogatas alkalmaval Konrad Zuse egy levelet kildétt Hermann Goldstine-
nek, akivel sohasem volt alkalma talalkozni. A nagyon baratsdgos hangu levélben Zuse arra
kérte Goldstine-t, hogy a publikacidiban emlitse méar meg: a tarolt program elvét nem Neu-
mann Janos, hanem 6 maga, Zuse talalta ki. 1935 6ta, amiota elhatarozta, hogy szamité-
gép-fejlesztd lesz, nem is épitett mas gépet, csak olyanokat, amikben a program és az adat-
tar egybe volt épitve. A valaszt Zuse nem tudta megvarni, mert - sajnos - hamarosan elta-
vozott az élék sorabol.

Val6ban Konrad Zuse mar nagyon kordn alkalmazta a tarolt program elvét, anélkil,
hogy azt nagydobra verte volna. Nem is gondolt rd - mondta -, hogy az egy ilyen jelentds
elvnek szamit. A habord kdvetkeztében ugyanis nem nagyon hallott az amerikai szamité-
gép-fejlesztésekr6l. Konrad Zuse egyik tragédiaja éppen a haboru és a nacik uralma volt,
akik a német tudomany Németorszagban €él6 nagy alakjait elzartdk a tudomanyos vilagtol.
Zuse masik tragédiaja az volt, hogy mint németet - noha nem volt naci - a habord utan se
a keleti, se a nyugati orszagok tudomanyos emberei nem nagyon fogadtak be koreikbe.



178 Kovécs gysz6-Szelezsan Janos

Eppen ezért a tarolt program elvét helyes volna a tovabbiakban Neumann-Zuse elvnek
nevezni.

Goldstine az EDVAC megoldasainak a szerz6ségérél dsszefoglaldan igy ir:

,» Vannak bizonyos részek, amelyek szerz6sége nyilvanvaldan kothetd egyik vagy méasik em-
berhez. .. arrdl, hogy egy probléma megoldasara fol lehetne hasznalni az akusztikus tartalyt.
Prés Eckertt6l hallottunk el6szor. Mas elgondolasok esetében a helyzet bonyolultabb volt.
Olyan bonyolult, hogy az, aki a gondolatot elséként felvetette, sajat magat beszélte le rdla, két-
szer vagy akar haromszor is megvaltoztatva a véleményét. Sokszor nem az tette ajavaslatot, aki-
ben a gondolat els6ként felmeriUt. Az ilyen esetekben gyakorlatilag lehetetlen a szerzdséget
megallapitani.

- Egy masik idézet Paul Armertél, a szamitogép-tudomany egyik vezetd alakjatol, amit

a Datamation 1962. 8. szdmaban tett kozzé, amikor az alabbi ,,Burks-Goldstine-von
Neumann: Preliminary Discussions of the Logical Design of an Electronic Computing
Instrument™ (1946. janius 28.) cim{ - az IAS szamitogéprél sz416 - dolgozat megje-
lent. Ehhez irt Armer bevezet6t:

Ki talalta fel tulajdonképpen a taroltprogram elvét? Ez talan nem is killéndsebben érdekes
masnak, csak a munkalatokban kdzvetlenil részt vevoknek, akik szaméarafontos lehet, hogy kit
illet az elismerés. Az elv megsziletett, és a késébbi generécidk biztosan minden bizonnyal az
emberi haladés egyik mérfoldkdvének fogjak tekinteni... A legtobb joggal az itt idézett dolgo-
zat szerz6i, valamint a Pennsylvaniai Egyetemen a J. Presper és John Mauchly vezetésével mi-
kodott munkacsoport tagjai kdvetelik maguknak az elséséget. Nem kétséges, hogy a talalméany-
ban masoknak is van részik, kdztik nem utolsésorban Babbage-nek...

Az itt idézett dolgozat mindazondltal a szamitastechnika meghatéroz6 jelentéségli doku-
mentuma. Nem csak a tarolt programu szamitdgépek tervezésének elveit adja meg, de szdmos
rendkivil bonyolult problémat is el6re lat, és zsenialis javaslatokat tesz megoldasukra. A dol-
gozatban leirt gépet (amely IAS gép, Princetoni gép és Neumann gépneveken kdzismert) meg
is épitették, azutdn lemasoltdk (bar sohasem pontosan), majd a masolatokrdél is masolatokat
készitettek...

E dolgozat megsziiletésekor az automatikus szamolas elve szilard alapokon allt (méar a
Harvardon megépitett MARK | 6ta), és annak a hatalmas Iépésnek a megtételére is sor
kerult (az ENIAC megalkotasaval), amelyet az elektronika alkalmazésa jelentett. Annak
az ugrasnak a horderej(it, amelyet a tudomanyagnak akkori helyzetében a dolgozat részle-
tei jelentettek, ma mar nehéz targyilagosan felmérni...

- Neumann a ,First Draft...”-ban szinte egyetlen sz6t sem szentel a programozasnak,
sokkal inkabb az EDVAC-nak - els6sorban - a logikai felépitésével foglalkozik.
1945-ben Neumann irt egy rendez6programot, de még ekkor sem foglalkoztak a
programozasnak és a kddolasnak az alapos elemzésével. Még talan azt a megjegyzést
is meg lehet kockaztatni, hogy a programozas - az §sszamitdgépeknél - még nem volt
tudomany, csak a hardver fejlesztése sz&mitott annak. Méra ez a vélemény alaposan
megfordult.

- A programozas tudoményénak az els§ alapos elemzésére a ,,Preliminary Discus-
sion...”-ban, az IAS géppel kapcsolatban kerilt el6szor sor. Ennek elsg ,,termése” a
folyamatabrasz&TU programabrazolasi mod, azt is szoktdk mondani, hogy magas szin-
tl programozasi nyelv volt, amit ugyanebben az évben Goldstine - Neumann kozre-
mUkddésével - dolgozott ki.
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Ettél kezdve Goldstine és Neumann szamos, a programozassal foglalkoz6 tanulmanyt
irt, ezek kozll az egyik legfontosabb a ,,Goldstine-von Neumann: Planning and Coding
Problemsfor an Electronic Computing Instrument”volt. Errél roviden a kés6bbiekben sz6-
lunk.

A First Draft részletes ismertetése

irasunk ezen része azoknak az olvasdknak készilt, akik valamivel részletesebben is meg
szeretnének ismerkedni a dolgozattal. A Jelentés 15 fejezetbdl all. A fejezetek szamozasat,
és a fejezeteken bellli pontok jel6lését is az eredeti szerint pontosan koévetjik.

A Jelentés els6 hat fejezetét részletesen, szinte sz6 szerinti forditasban ismertetjuk. Ezt
azeért tesszlik, mert ebben a részben Neumann Janos voltaképpen az alapelveket irja le, egy
el6zetes 0sszefoglalot” ad.

A 7-15. fejezeteket kevéshé részletesen ismertetjiik, ennek az oka, hogy ezekben a feje-
zetekben Neumann Janos ,,aramkdéri mélységben” irja le javaslatait, irasunk el@irt terjedel-
me viszont nem teszi lehetévé, hogy ezt mi is megtegyiik.

Megjegyzéseinket délt betlivel szedjik.

1.0 Definiciok

11. A Jelentés: nagyon nagy sebességli, automatikus, digitalis szamitasi rendszerekkel
(computing system) és ezek logikai vezérlésével foglalkozik.

1.2. Egy automatikus szamitasi rendszer olyan berendezés, amely utasitasok végrehajta-
sara képes abbol a célbdl, hogy szamitasokat végezzen jelentés bonyolultsagu problé-
mak megoldasara, példaul nemlinearis parcidlis differencialegyenletek numerikus
megoldasa céljabdl.

Megjegyzés: ebben apontban latszik, hogy Neumann a szamitogépet teljességében ma-
tematikai gépnek tekintette, arra, hogy mire lesznek képesek ezek a gépek a harmadik év-
ezred elejére, talan soha nem is gondolt.

Az utasitasokat részletesen meg kell adni. Az utasitasoknak tartalmazniuk kell
minden numerikus informéaciét, amely a probléma megoldasahoz sziikséges, mégpe-
dig a kezdd és peremfeltételeket, a fix paraméterek értékeit, sét azokat a fliggvény-
tablakat is, amelyek a probléma leirdsdban szerepelnek. Az utasitdsokat kartyan,
lyukszalagon, magnesezett acélszalagon vagy huzalon, filmen sth. kell megadni. A fel-
adatok megoldasara szolgal6 eljardsok megadasara kddokat (utasitasokat) kell hasz-
nalni, amelyekkel le lehet irni a megoldandé6 probléma logikai és algebrai Iépéseit. A
gépnek adott utasitdsoknak alkalmasaknak kell lennilik arra, hogy - tovabbi emberi
beavatkozas nélkil - teljességgel végrehajthatok legyenek. A miiveletek végrehajtasa
utan a gépnek fel kell tudnia jegyezni az eredményeket a fent emlitett formaban.
Az eredmények numerikus adatok.

Megjegyzés: Ezekbdl a mondatokbdl mégjobban latszik, hogy Neumann a szamitdgépet
példaul differencidlegyenletek megoldasara szanta, hiszen neki akkor erre volt sziiksége
(az atombombaval és a ballisztikai rakétakkal kapcsolatban is).
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Nyilvanvalo, hogy a berendezésnek &ltalaban joval tébb numerikus adatot kell produ-
kalnia, mint amit végeredményként varunk. Ez azt jelenti, hogy a numerikus output
csak egy része a ténylegesen képz6dd szamoknak.

Természetesen feltessziik, hogy a gép automatikus miikddése kdzben hibatlanul vég-
zi el a szamitasokat, hibatlanul hajtja végre az utasitasokat. Az is nyilvanval6, hogy
egy berendezés hibatlan miikddése csak bizonyos valdszin(iséggel varhat6. Egy komp-
likalt gép esetén és raadasul egy hossz( mUveletsorozat elvégzése kdzben nem reélis
feltételezni, hogy a hiba keletkezésének valdszin(isége elhanyagolhat6. Abbdl a cél-
bol, hogy a hibakat felismerjik, és korrekcidkat tudjunk végrehajtani, mindenképpen
szlikséges az emberi beavatkozas.

Bizonyos mértékig ezek a hibas miikddések elkeriilhetdk, a gép felismerheti a leg-
gyakrabban el6fordul6 hibakat (automatikusan) megjel6lve, kiirva ezek Iétrejottét és
helyét egy kivilrdl lathato jelsorozat segitségével, és megall, vagy esetleg maga hajtja
végre, mégpedig automatikusan, a korrekcidkat és folytatja a mikodését.
Megjegyzés: Ez a probléma évek mulva is foglalkoztatja Neumann Janost. EIméletileg
vizsgélja azt, hogy lehet-e olyan automatat szerkeszteni, amelyik a sajat hibait ,,felismeri”
és kijavitja. Egy érdekes matematikai tételt is kimond és bizonyit.

2.0 A rendszer fébb alkotéelemei

2.1

2.2.

2.3.

A gép miikodésenek elemzése utan kézenfekvének latszik, hogy a gépnek az alabbi
f6 alkotoelemekbdl kell allnia.
Mivel a létrehozand6 berendezés els6sorban szamoldgép, ezért az alapmiveletek:
Osszeadas (-1-), kivonas (-), szorzas (x), osztas (-i-) mlveletének elvégzésére kell ké-
pesnek lennie, és erre specidlis alegységekkel kell rendelkeznie.

Felvet6dhet, hogy vajon szilkséges-e mind a négy alapmdvelet, illetve a négy alap-
mivelethez tartoz6 berendezés. Az is meggondolandd, hogy az olyan mliveleteket,

mintaJ~, ,sgn, | |, vagy logiQ log:. In, sin stb. fuiggvényeket és inverzeiket nem

kell-e beépiteni. Lehet, hogy éppen sz(ikiteni kell a miiveletek korét, elhagyva az osz-
tast () és akér a szorzést (xy is. Felvetddhet, hogy sokkal rugalmasabb szerkezet
sziikséges, példaul olyan, amely fuggvénytablak létrehozasara képes, vagy éppen
szukcessziv approximacids maédszert valdsit meg.

Megjegyzés: A szukcessziv approximéacioval (afokozatos kdzelités modszerével) sok ma-
tematikai feladatot lehet kozelitSleg (tehat nem pontosan) megoldani, ezért kézenfekvé
volt ennek a mddszernek a gépbe vald beépitése.

Mindenesetre leszdgezhetd, hogy a szerkezetnek rendelkeznie kell egy kdzponti
aritmetikai egységgel és ez alkotja a szamologép elsd specifikus féelemét, amit CA-
val (Central Arithmetic) jel6link.

Sziikség van a szamologépben egy logikai vezérl6egységre, amely gondoskodik az
egymas utan kovetkezé miveletek végrehajtasardl. A létrehozandd berendezésnek
eléggé rugalmasnak, vagyis (amennyire csak lehetséges) altalanos rendeltetésiinek
kell lennie. Kulldnbséget kell tenni a specialis utasitasok (amelyekkel egy adott parti-
kuléris problémat lehet megoldani) és az altalanos vezeérlés kozott, amely végrehajt-
ja az el6bbi mlveleteket. A vezérlGegységnek az utobbi a feladata. A vezérlGegység
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tehat a masodik fontos eleme a szamol6gépnek, jeldljik roviden CC-vel (Central

Control, kdzponti vezérl6).

A harmadik alapegység a memoria.

a) Az osztasi, illetve szorzas! miveletek végrehajtasa kdzben a részeredmények taro-
lasdhoz mindenképpen szilkség van memdriara. Kisebb mértékben ugyan, de az
Osszeadas és a kivonas is igényel memoriat (az atvitelt tobb pozicion keresztul kell
mozgatnunk), és kilondsen sziikséges a memdaria a négyzetgyok vagy a koébgyok
kiszamitasanal.

b) Az utasitasok is, amelyek a feladat megoldasahoz sziikségesek, szintén egy memo-
ridban tarolandok.

c) Szdmos (matematikai) probléma megoldaséanal bizonyos specialis fliggvények fon-
tos szerepet jatszanak. Ezeket rendszerint tdblazat alakjdban adjuk meg, maskor
pedig analitikus kifejezésekkel. Egyszer(ibb és gyorsabb egy fix tdblazatbol kike-
resni az értékeket, mint mindig Gjbdl kiszdmitani, ahanyszor csak sziikség van réa-
juk. Rendszerint elegendd olyan tablazatokat hasznalni, amelyekben 100-200
pontban adjuk meg a fliggvényértéket, és interpolacidt célszer(i hasznalni.
Megjegyzés: Az interpoléciés madszer lényege: adott pontokban ismert fliggvényérté-
kekbél egy specialis formulaval szamitjuk ki (kozelitéleg) a fuggvénynek a kdzbiilsé
pontokban az értékeit.

Linearis vagy akar kvadratikus interpolacio sok esetben nem elegendd, célsze-
r(i inkdbb kobos vagy negyedrend( interpolaciét, akar magasabbat hasznalni. A
2.2. pontban emlitett figgvényeket hasonl6 modon kezelhetjik, tehat a fliggvé-

nyek értékeit interpolacidval szamitjuk ki. S6t a reciprokot (tehat az ~ fliggvényt)

is érdemes lehet ily médon kezelni, igy az osztas miveletét szorzésra tudjuk
visszavezetni.
Megjegyzés: Mai szemmel nézve nagyon érdekes, hogy Neumann Janos ekkor még
gy gondolta, hogy afiiggvényeket tablazat alakjaban kell bevinni, és nem direkt mo-
don - barmelypontban - kdzelit6formulakkal kiszamitani. Ma a legegyszer(bb zseb-
szamoldgép is az Osszes elemi fuggvény ( J~x, sin X, cos x, eé sth.) értéket egy adott
pontban programmal szamitja ki (raadasul elég nagy pontossaggal). Természetesen
Neumann Janos jol ismerte azokat a modszereket (formuldkat), amelyekkel az elemi
fliggvényeknél ,,komplikaltabbfuggvények értékei j6 kozelitéssel kiszamithatok, de
Ugy latszik, nem gondolt arra, hogy az aritmetikai egység elég gyorsan boldogul afor-
mulék (képletek) kiszamitasaval.

d) Differencidlegyenletek megoldasanal a kezdeti, illetve a peremfeltételek nagy nu-
merikus anyagot jelenthetnek, ezeket is meg kell jegyezni, tarolni kell, tehat eh-
hez is szikséges a memdriaegység.

e)-f) Ezekben a pontokban tovabbi differencidlegyenleteket elemez abbdl a szem-

pontbdl, hogy megoldasuk folyaméan milyen adatokat kell a memdridban megje-
gyezni.

g) Kuiloén elemzi a szukcessziv approximacioknal megjegyzendd adatokat; ezek sza-
mara is sziikséges a memdriaegység, hiszen az approximacios lépések kdzbilsé
eredményeit ideiglenesen ugyan, de meg kell 6rizni.
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h) Bizonyos statisztikai kisérletekben el6forduld rendezési probléméakhoz is sziiksé-
ges memdaria abbdl a célbol, hogy rogzitsiik azon adatokat, amelyekre a rendezést
végezzilk. Neumann Janos megemliti, hogy ezek a nagyon gyors szerkezetek egy
érdekes lehetséget teremtenek majd a statisztikai feladatok megoldasanal.

Osszefoglalva a harmadik egységgel kapcsolatos mondanivalonkat: a berendezéshez

mindenképpen kivanatos egy jelentds nagysagd memoria. A memoria kilénbdz6 ré-

szein természetlikben kilonbdz6 miveleteket kell elvégezni, és jelentésen kilonboz-
hetnek rendeltetésiikben, mégis a teljes memdriat mint egy egységet kell tekinte-
nlink, biztositani kell a kiilénb6z8 részek kozotti felcserélhetéséget.

Megjegyzés: Neumann itt voltaképpen arrdl ir, hogy a memariaban nem kell kiillén he-

Iyet kijel6Ini az adatoknak, utasitdsoknak, az indul6 adatoknak (pl. kezd6feltétel) és az

eredményeknek (részeredményeknek) stb., ezek egységesen tarolhatok.

A berendezésnek tehat egységes memoriat kell tartalmaznia, ami a harmadik spe-
cifikus része a szamologépeknek; jeldljuk ezt az egységet M-mel.

Ezek a specifikus (vagyis a rendszerre jellemz6) egységek CA, CC (egydtt C) és M vol-

taképpen megfeleltethet6k az emberi szervezetben létez8, az ember idegrendszerét al-

kot6 asszociativ neuronoknak. Meg kell még vizsgalnunk, mi felel meg az érz6 (szenzor,

afferens) és mi a motoros (mozgato, efferens) idegrostoknak. VVoltaképpen az input, ill.

az output felel meg a neuronrendszerben 1év6 szenzor-, illetve motoros elemeknek.

A numerikus (és mas) informacidknak a C és M egysegek kozotti atvitelét olyan
mechanizmusoknak kell megoldaniuk, amelyek ezen egységek részét képezik. Szuk-
séges az is, hogy az eredeti, kiilsd informacidt is be lehessen vinni a szamitogépbe, és
a végsd informacidkat, tehat az eredményeket ki lehessen vinni a szamitogépbdl a
kiilvilag szamara. A kils6 informacioknak, vagyis a gépbe beviendd adatoknak a lét-
rehozasa direkt médon, emberi tevékenység Gtjan torténik, gépeléssel, lyukasztassal,
fotografikus féenyimpulzusokkal, amit valamilyen billenty(ikkel hozunk létre, vagy va-
lamilyen fémszalag magnesezése révén. Ezeket statikusan taroljuk.

A szamitogépnek tehat rendelkeznie kell azon képességgel, hogy kezelni tudja a
bevitelt és a kivitelt (az inputot és az outputot), mégpedig Ugy, hogy bizonyos speciéa-
lis médiumok olvaséséra, illetve ezekre valé irasra legyen képes. Ezeket a médiumo-
kat kiils6 médiumoknak fogjuk hivni és R-rel jeldljik.

A berendezésnek rendelkeznie kell olyan egységekkel is, amelyek képesek a numeri-

kus vagy més informécidkat atvinni R-b6l C-be és M-be. Ezek az egységek a gép in-

putjat képezik. Ezt tekintjiik az szdmologép negyedik specifikus alegységének, és I-

vel jel6ljuk. J6 megoldasnak az latszik, hogy az informéciokat R-b6l (I-n keresztil)

M-be visszilk, és sohasem direkt modon a C-be.

A szamitdgépnek rendelkeznie kell egy olyan egységgel is, amely ki tudja vinni (a lé-

nyegében csak numerikus) informéacidt a C-bél és az M-b6l R-be. Ezek az egységek a

gép outputjat jelentik, és ez az 6todik alegysége a gépnek, amit O-val jeldlink. Ugy

gondoljuk, hogy itt is az atvitelt M-b6l O-n keresztil valdsitjuk meg, kdzvetlenll R-

be és soha nem C-b6l.

Az output informéacidt, amely R-re megy ki, Ugy tekintjiik, mint a szerkezet altal pro-

dukalt végeredményt, ami a megoldott probléma eredménye. Ezt jol meg kell kiilon-

boztetni a kozbilsé eredményektél, amelyek végig M-ben maradnak (amikrél a 2.4.

pontban beszéltiink).
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Ezen a ponton egy fontos kérdés meriil fel. A gépben keletkez6 eredmények ter-
mészete miatt mindenképpen szilkséges, hogy a memarianak, az M-nek legyen olyan
képessége is, amit az R at tud venni az M funkcidibol, mivel amellett, hogy az R tob-
bé-kevéshé emberileg érzékelhet6 informaciot tartalmaz, memoriatulajdonsaggal is
rendelkezik, és ebben a mindségében kiegészitheti M-et.

3.0. A targyalds menete

Ebben afejezetben Neumann Janos az el6bbi definiciokatfelhasznalva elmondja, hogy mi-
lyen médon fejti ki a tovabbiakban az 6t alapegységrol sz616 részletes javaslatait. A fejezeten
bellll a 3.3.-ban még egyszer visszatér a hibak felfedezésére, lokalizalasara és a bizonyos felté-
telek mellett a lehetséges korrekcidkra is; megemliti, hogy ezt mindenképpen targyalni kellene.
Azt is mondja, hogy nem tudja ezt a nagyon fontos targykort targyalni, bar megkisérli, leg-
alébbis érinteni, ahol ezfontosnak latszik majd.

4.0. Elemek, szinkronizacid, neuronanaldgia

4.1. Minden digitalis szdmoldszerkezet (gép) diszkrét (egymastdl elkiloniil6) egyensulyi
allapotokat felvevd, relé tipust elemeket tartalmaz.

Eqgy ilyen elem két- vagy tobballapotl lehet. Ezek lehetnek teljesen egyensulyi (sta-
bil) allapotok, amelyekben az elem kiils6 hatas nélkiil is megmarad az adott allapot-
ban, mikdzben valamilyen megfeleld kiils6 hatasra egyik egyensulyi allapotbdl képes
atmenni egy masik (egyensulyi) allapotba.

Kétallapotu elem esetén egyik allapotban marad, ha nincs kiilsé hatas, mig a ma-
sikba kertil, ha adott kilsé hatas éri.

Az eddigi szamoldberendezések kulonféle mechanikus vagy elektronikus szerkeze-
ti elemeket hasznaltak: fogaskerekeket, amelyek 10 vagy tébb allapotot reprezental-
nak gy, hogy akar mechanikusan, akar elektromos impulzus Gtjan mas fogaskereke-
ket mozgatnak egy fokkal arrébb (Uj allapotba), vagy telefonreléket, amelyek elekt-
romagneses hatassal nyitnak vagy zarnak egy elektromos aramkart. Lehetséges az el-
s6 kett6 kombinacidja is. Végul természetesen szoba johetnek elektroncsovek is,
amelyek szintén alkalmasak adott &llapotok reprezentalasara.

Minden ilyen szerkezet autondém maédon ltemezi magat, a benne 1év6 elemek
szukcessziv Utemezése réven. Lehet az litemezést egy fix draval is végezni, amely el6-
re definialt periodusokban ad Utemjeleket. Az (itemez6 lehet pl. egy forgd tengely,
vagy egy kristalyvezérlésii elektromos oszcillator. Az elem fogalmat a fenti értelem-
ben hasznéljuk, és a berendezést szinkron vagy aszinkron tipustnak hivjuk attél flg-
gben, hogy az litemezés draval vagy autondm maédon torténik.

4.2. Megemlitjik, hogy a magasabb rend( él6lények neuronjai az elébbi értelemben ele-
meknek tekinthet6k. ,,Minden vagy semmi” tulajdonséggal rendelkeznek, azaz két &l-
lapotuk van, nyugalmi és ingerileti. A neuronok teljesitik mindazon paramétereket,
amit az el6bb az ugynevezett elemekrdl elmondtunk. Egy ingerileti allapotban lévd
neuron standard hatésokat fogad be, tengelyfonalakon (axonokon) keresztil. llyen
vonal azonban két kilénb6zd mddon kapcsolhato a kdvetkez6 neuronhoz. Egyfeldl
egy ingerlleti szinapszissal Ugy, hogy a hatas ingeriletbe hozza a neuront. Masfeldl
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egy ugynevezett inhibitor szinapszissal, amelynek olyan tulajdonséga van, hogy teljes
mértékben megvédi az ingerilettdl, barmelyik mas neuronbdl is jojjon az. A neuron-
nak hatérozott reakciodideje van (a hatds befogadésa és a kimeneti hatds kozotti id6),
ez az ugynevezett szinaptikus késés.

Kdvetve W. S. McCulloch és W. Pitts dolgozatat, amely 1943-ban jelent meg (,,A
logical calculus of the ideas immanent in nervous activity’; Bull. Math. Biophysics Vol
5., (1943)), és ha ugyanugy, mint 6k, elhanyagoljuk a neuron mikdédésének bonyolul-
tabb aspektusait, az ingerklisz6bot, az id6leges 6sszegezést, a gatlast stb., akkor meg
lehet mutatni, hogy az egyszer(sitett neuron mikddése teljességgel utdnozhatd, imi-
talhato egy telefonrelével vagy egy elektroncs6vel. Az idegrendszer a szinaptikus kés-
leltetést tekintve valdszindleg aszinkron mdkodésu.

Vilagos, hogy a nagyon gyors szamitasi eszkdzokbe vakuumos elektroncséveket kell
beépiteni. Az elektroncsévekkel nagyon jo, mikroszekundum nagysagrendd reakcid-
id6 (szinaptikus késleltetés) érhetd el. Ez olyan teljesitmény, amelyet semmilyen mas
eszkdzzel nem lehet megkdzeliteni. Nyilvanvald, hogy a tisztan mechanikus eszkdzok
ilyen szempontb6l nem jonnek szamitasba, és a telefonrelék reakcidideje is 10 milli-
szekundum nagysagrend(i, vagy talan ennél is nagyobb. Erdekes megjegyezni, hogy az
emberi neuron szinaptikus késleltetése 10", azaz 1 milliszekundum nagysagrenddi.

A tovabbi vizsgélatainkban az elektroncsdveket tekintjik a sz6ban forgé szamo-
I6berendezések elemeinek. Megkiséreljiik a csovek minden paraméterét elemezni,
olyan elektroncsoveket felhasznalva, amelyek a kereskedelemben kaphatok. (Ne
hasznaljunk nagyon bonyolult elektroncsoveket, és olyanokat sem, amelyek alapve-
téen Uj funkcidkkal rendelkeznek.) VVégul megemlitjiuk, hogy a szinkronberendezések
Iényeges elényokkel jarnak.

Az aritmetikai m(iveletek fontosabb elvei, tulajdonsagai

Vizsgéljuk meg a kdzponti aritmetikai egységet, a CA-t.

Az elektroncsd - mint egy dramszelep vagy kapu - egy ,,minden vagy semmi’’tipu-
s szerkezet (vagy legalabbis kozelit6leg az), ugyanis a racsra bocsatott feszultségtdl
fligg6en vagy atengedi, vagy nem engedi at az aramot. Két triédabol vagy egy pen-
todabdl un. trigger &ramkorok hozhatok létre, amelyeknek két egyensulyi allapotuk
van.

Mivel a szamitogépekben az elektroncsoves aramkoroknek kell kezelnitk a szam-
jegyekbdl allé szamokat, célszer(i olyan aritmetikat hasznalni, amelyben a kezelendd
szamjegyeknek két értéke van. Ez azt jelenti, hogy a binaris szamrendszert kell alkal-
mazni.

Megjegyzés: Lattuk, hogy a korabbi szamoldszerkezetek egy része tizes szamrendszeren
alapult; példaul az elektroncséves ENIAC is (aminek az alapeleme a ,,szamkeréknek”
megfeleld, tizes, ,,elektronikus gydris szamolokerék™volt), mig a masik része kettes szam-
rendszerben m(kodott (példaulJohn Atanasoff elektroncséves, ABC szamitgépe). A ti-
zes rendszer(i elektronikus szamoldeszkdzok épitése nyilvan azzal fliggott 6ssze, hogy a
mechanikus szamoldgépekben féleg fogaskerekeket (esetleg fogasléceket) hasznaltak.

Neumann Janos - ahogyan korabban Atanasoffis - észrevette, hogy az elektroncs6

nagyon alkalmas két stabil allapot megvaldsitasara, igy szinte teljesen természetes, hogy
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a kettes szamrendszeren alapuld aritmetikat kell hasznalni. Neumann John Atanasojfgé-
pét és munkajat csak késébb ismerte meg, igenjo véleménnyel volt rola.

A binéris szamrendszer alkalmazésa jelent6sen egyszer(sitheti a szorzasi és 0sztasi
m(veletet is. A binaris aritmetikdnak egyszer(ibb logikai struktdraja van, mint min-
den méasnak (példaul a tizes szamrendszerbelinek).

Megemlitjiik, hogy azon numerikus anyag, amit az ember direkt médon kezelni
tud, természetesen tizes szamrendszerben van felirva. Ez azt jelenti, hogy az R-ben,
tehat az inputban és outputban szerepld szdmok decimalisak. De mindenképpen el6-
nyos a tisztan binéris aritmetikat alkalmazni a CA-ban, és ugyanilyeneket a kbzponti
vezérl6egységben, a CC-ben is. Ebb6I viszont az kdvetkezik, hogy az M-nek, tehat a
memoridnak, binaris szdmokat kell tartalmaznia.

Az el6bbiek azt is jelentik, hogy sziikséglnk van decimalis-binaris, illetve binéris-
decimélis konverzidra, amelyeknek az I-ben (az input részben), illetve az O-ban (az
output részben) kell szerepelniiik. A konverzidékhoz sok aritmetikai mlvelet szliksé-
ges, ezért ezeket a szamitasokat a leggazdasagosabb a CA-ban elvégezni, és nyilvan
szerepet kap az I-vel és az O-val kapcsolatban 1év6 vezérléegység, a CC is. A konver-
zidban szerepl6 aritmetikai miveleteknek teljesen binéarisaknak kell lennitk.

Ezen a ponton egy masik elvi kérdés is felvetddik. Minden olyan létez6 szdmoldgép-
ben, ahol az elem nem elektroncsd, az elem reakcidideje elegendéen hosszu ahhoz,
hogy bizonyos ,,.teleszkdpolast™ lehessen a lépések tekintetében megtenni, mind az
Osszeadasi, mind a kivonasi, de még inkdbb a szorzasi, illetve osztasi miiveleteknél.

Elemezzilk a dolgot a binaris szorzasnal. Az ésszer(i pontossag sok differencial-
egyenlet megoldasanal mintegy 8 decimalis szamjegy, azaz a kerekitési hiba 10‘“*alatt
van. Ez 2*7-nek felel meg binaris szdmrendszerben, azaz 27 binéris szdmjeggyel kell
abrazolnunk a szdmokat. igy a szorzasnal 27 jegy( a szorzando6, 27 jegyd a szorzo, és
a szorzésnal a feladat a 0 és az 1 szamjegyek szorzasat jelenti, majd utana poziciona-
lasuk és kombindlasuk sziikséges. Ez dsszesen Iényegében 277, azaz 729 Iépést jelent,
a binaris szorzatoknak az 6sszegydjtése, valamint kombinalasuk az id6t megkett6zhe-
ti. igy mintegy 1000-1500 (elemi) lépés sziikséges két 27 jegy(i binaris szdm 0sszeszor-
zasanal.

Nyilvanval6, hogy decimalis szdmrendszerben joval kevesebb, 8 azaz 64 lépés

szlkséges a szorzés elvégzéséhez, ami szintén duplazando, tehat korilbelul 100 a 1é-
pések sz&ma. Azonban ez a kis szdm azzal jér, hogy egy szorzotablat kell alkalmaz-
nunk, vagy mas médon komplikalédna a berendezés. Ezen az aron viszont beépithe-
tink a gépbe tobb direkt binaris egyseéget. A tovabbiakban a decimélis miiveletekkel
éppen ezért nem foglalkozunk.
Az 1000-1500 1épéshdl &llé szorzasi miivelet elvégzése minden nem elektroncsoves
berendezésben elfogadhatatlanul lassi. Minden ilyen szerkezetben - kivéve a leg-
Ujabb specialis relékkel miikddékben - a reakcididd tobb mint 10 milliszekundum.
Ezeken a gépeken 10-15 masodpercig tartana a két 8 decimalis jegyb6l all6 szam
szorzasa, mig ez 10 masodperc a gyors asztali kalkulatorokban és 6 masodperc a stan-
dard 1BM-szorzdkon.

Hogy elkeriljik ezt a hossz id6t, a miveletek (Iépések) teleszkopizlasara van
szlikség, azaz annyi mUveletet (Iépést) kell elvégezni egyidejlleg, vagyis szimultan
maodon, amennyit csak lehet. Ez nem egyszerd, de példaul az 6sszeadasnal és a kivo-
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nasnal a megfelel6 (az azonos pozicién alld) szamjegyek l1épésenként egyszerre kezel-
het6k, és az atviteli szdmjegy is egyszerre kezelhet6 a soron kovetkezé pozicion 1év
két szamjeggyel. A szorzasndl a részszorzatok szimultdn médon képezhetdk és pozi-
cionalhatdk, hiszen a binaris szamrendszerben egy ilyen részszorzat vagy maga a szor-
zand6 (mert 1-gyel szoroztunk), vagy 0. A részdsszegek Osszeadadsanal az emlitett
modszer szerint jarunk el. A szorzasnal az 6sszeadast gyorsithatjuk a részésszegek k-
I6n, paronként! dsszeadasaval.

Természetesen, ha a mlveletek id6tartamat két dsszeadas egyszerre torténd elvég-
zésével akarjuk felezni, kétszer annyi 6sszead6 szlikseges.

A nem elektroncsdvekkel miikdd6 gépeknél a fenti modszer alkalmazasa teljesen
indokolt a mdveleti id6k csdkkentése eéljabol, hiszen itt ez nagyon fontos; és ebben
nagy mérnoki tapasztalat halmozodott fel.

Egy valdban univerzalis automatikus szamoldberendezés, amely a fenti elvek alap-
jan makadik, tébb mint 10 000 elembél all.

Ugy tiinik, hogy egy elektroncsoves berendezésnél a fentiekkel ellentétes eljaras sok-
kal igéretesebb.

Mint a 4.3. pontban mar mondtuk, egy nem tul bonyolult elektroncs6énél a reakcio-
id6 egy mikroszekundumnal révidebb lehet. llyen id6 mellett egy nem manipulalt
szorzas elvégzéséhez szlikseges idétartam elfogadhatd: 1000-1500 Iépés, azaz 1-1,5
milliszekundum, ez joval kevesebb, mint barmilyen nem elektroncsdves szerkezet
esetén; igy nem biztosithatd az embernek az input-output végeken torténé szinkron
(ugyanolyan itemd) modon valé beavatkozési lehetésége (ltemkildnbség miatt).

(Neumann Janos itt a részletek tekintetében utal egy {} pontra, amit a First Draftban
végul is nem dolgozott ki.)

Ami az 6sszeadast, illetve kivonast illeti, ezek joval gyorsabban végrehajthatok.

Két 27 binaris szamjegy(i 6sszeadas esetén legfeljebb kétszer 27, azaz mintegy
30-50 lépés szilkséges Ez 0,03-0,05 milliszekundumot tesz ki.

Az osztasi mlvelet id6igénye kb. annyi, mint a szorzasé, és a gytkvonasé sem lé-

nyegesen tobb.
Ezen aritmetikai miiveletek gyorsitdsa nem latszik szikségesnek; legaldbbis addig
nem, amig teljességgel meg nem ismerjik ezeket a nagyon nagy sebességli szerkeze-
teket. Kérdéses, hogy jo megoldas-e a teleszkopikus modszerrel térténd miveletgyor-
sitds az ehhez szikséges elemek szaméanak tobbszordzése aran. A sokkal komplikal-
tabb (azaz a tobb elembdl &ll6) elektroncsdves berendezés sokkal szélesebb tlirést
igényelhet az Utemek tekintetében, azaz hosszabb reakci6idd lehet sziikséges. A pon-
tos kvantitativ hatasokat nehéz megbecsulni.

Ugy tlinik tehat, helyes az alabbi allaspont: a berendezésnek olyan egyszer(inek
kell lennie, amilyen csak lehet, azaz a lehet6 legkevesebb elembdl kell allnia. Ezt gy
tudjuk elérni, hogy nem végziink el a gépben két miveletet szimultan médon, ha ez
jelent6sen megndvelné a szilkséges elemek szamat. A berendezés igy megbizhatdb-
ban miikodik, és az elektroncsdvek sokkal gyorsabban (magasabb frekvenciaval) hajt-
hatok meg.

Az, hogy a fenti elv alkalmazasat milyen hatarig eréltetjuk, fiigg a mindenkori rendel-
kezésre allo elektroncsodvek fizikai karakterisztikaitdl. Eléfordulhat, hogy az opti-
mum nem a fenti elv 10, %-0s alkalmazasanal van, hanem valamilyen kompromisszu-
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mos megoldas szlikséges. Ez mindig fiigg majd az elektroncsé technika pillanatnyi al-
lasatol.

Megjegyezziik, hogy a nagy sebesseégui digitalis szamoldberendezésekkel kapcsola-

tos elképzelés, az errél val6 gondolkodas mostanaig az elébbiekkel ellenkez§ irdnyba
mutatott; azaz eddig a szlikséges elemek tobbszorose arén is a teleszkopikus eljara-
sokkal val6 miveletgyorsitast részesitett elényben. Mindenesetre tanulsagos volna -
annyira, amennyire csak lehet - az ellentétes allaspontot is elemezni.
Megjegyzés: Az 5.3-5.7. pontokat eléggé részletesen ismertettiik. Ennek tébb oka is van.
Az egyik az, hogy ezekbdl latszik, hogy Neumann Janos mennyire konkrétan, részletesen
elemezte a problémékat. Nagyon sok dolgozataban elvégezte a numerikus szamitasokat.
Az, hogy ez mennyire jellemz8 Neumann Janosra, mutatja az alabbi szoveg is. (1947-ben
irt dolgozataban szerepel):

»Megbeszéléseket folytattam az IBM munkatarsaival New Yorkban (590 Madison
Avenue) a SSEC (Self-Sequencing Electronic Computer = Onmiikdd6 Elektronikus
Szamitogép) Ugyében.

Ugy tiinik, hogy ez a gép ebben az esetben néhany hétre bérelhetd. Az ara elére-
lathatolag 300-400 $ egy ténylegesen felhasznalt drara. Az arat illetéen az alabbi
mondhato:

A gép két 14 jegy( decimalis szamot 20 msec alatt szoroz 6ssze. Ezzel parhuzamo-
san -0 msec szilkséges egy gépi utasitas el6htizasahoz. Upy gondolom, hogy egy szor-
zas! mlvelet adminisztralasdhoz 3-4 utasitas szlikséges. igy tehat célszerlinek latszik
egy szorzasra 70 msec-ot vagy ellen6rzéssel egyiitt 140 msec-ot venni. Ez 7 szorzast
jelent masodpercenkeént, azaz 25 000-et 6ranként. Oranként 350 $ mellett 1,4 centbe
keriil egy szorzas.

Egy ember esetén 10 decimalis jegyli szorzés (,,Eriden” vagy ,,Marchant” asztali
szamoldgéppel) 10 méasodpercet vesz igénybe. A szorzast kisér6 mas miveletekre egy
4-szeres, az ellendrzésre egy 2-szeres és az emberi gyenge effektivitas, faradékonysag
miatt egy 2-szeres faktort célszer(i venni. Ez 160 masodpercet, vagyis 3 percet tesz ki
szorzasonkeént, azaz .. szorzas esik egy Orara.

Nagyon jo szamitdcsoportokt6l szerzett ismereteim alapjan ezek a szamok nem
pesszimisztikus becsléshél adédnak. Ez 800 szorzast jelent egy 40 6ras héten. 50 $-t
véve egy szamoloember heti béreként és - -szeres faktort az altalanos koltségek miatt,
12,5 centet kapunk egy szorzasra.

Ez azt jelenti, hogy egy SSEC ezen arak mellett 12,5/1,4 = 9-szer olcs6bb, mint a
szdmold-ember.”

A tovébbiakban Neumann J&nos kiszamitja, hogy hdny embert potol a szamitogép.
Figyelembe véve, hogy a sz&mitdgép heti 40 6ras miikddése alatt 30-50 sz&zalékos
produktiv id6t jelent, a szamitogép 500 embert pétol.

Ezutan (,,Mé&s sz&mitogépek” cimmel) a kifejlesztés alatt all6 Ujabb sz&mitogépek
teljesitményét és egyéb paramétereit is elemzi.

Ugy léatja, hogy az Uj gépek sebessége 5-50-szer nagyobb lesz, mint a SSEC-gépé.
Ezek naponta 16-24 Orat Gzemelnek, és 5, esetleg 7 napot egy héten. Produktivitasuk
tobb mint 50%-o0s lesz. Ezekb6l a szamokbol azt kévetkezteti ki, hogy az Uj gépek 10
000-100 000 emberrel lesznek ekvivalensek. Neumann Janos elGrejelzése szerint
ilyen gépek 1-3 év mulva jelennek meg, digitalisak lesznek, 2000-4000 elektroncs6-



188

6.0.

6.1.

6.2.

Kovécs gytz6-Szelezsan Janos

vet tartalmaznak. (A SSEC 12 000 elektroncsdvet és 20 000 elektronmechanikus re-
Iét tartalmazott, kozli Neumann Janos ugyanitt.)

Elemzi az alkatrészek meghibasodasi valoszinlségét is. Nyolcorankénti egy hibas
mivelet esetén mlveletenként 10™" hiba-val6szinliség adodik. Megjegyzi, hogy a
telefonrelék, IO-O* hiba-val6szinliséggel mikddnek, az elektroncsévek ennél
rosszabbul. Ugy latja, hogy a : o "“*-es szamot nem konny( elérni.

A numerikus megoldasi médszer kidolgozésa és a stabilitds elemzése utdn Neu-
mann Janos pontosan meghatarozza a mlveletszamokat és megvizsgalja, hogy a k-
16nb6z8 sz&m( osztépontok esetén mennyi gépidd szlikséges a SSEC-gépen.

,»Tehat... 170 000 szorzas tartozik egy feladathoz, azaz 210 emberhét vagy 7 6ra a
SSEC-gépen; 40%-0s hatékonyséagot feltételezve a gépen ez 18 6ra, azaz 2,2 X s 0ras
nap.”

Vagy masutt:

»Egy ,,nagy” feladat, amelyben azjc osztopontok szama 25, a t osztopontoké 120,
azazm = 25, n = 120, tehat 3000 csomdpont esetén

3000 X 16 sec = 48 000 sec, 13,3 oréat igényel”

Megjegyzés. Ezt a megjegyzésiinket batortalanul tesszilk meg. Tébb mint 50 éwvel a , First
Draft... ”megjelenése utan, ajelenlegi hardverek ismeretében kénny( csodalkozni azon,
hogy Neumann Janos ,,azon filozofalgat", vajon érdemes-e elektroncsoves berendezések-
ben az elemi mliveleteket (tehat a bitekkel végzett mlveleteket) parhuzamosan végezni
(teleszkopizalni), hiszen az input (output) oldalon all6 ember Ggysem tudja ilyen gyorsan
taplalni a gépet. lgaz persze, hogy ha a mveletid6k felezése miatt 5 m” helyett 10 m*-es
gépet kellett volna épiteni, az jelentds kiillonbség. Ma a chipek vilagaban kétszer annyi
chip beépitése lényegében nem jelent problémat. Természetesen enyhén szolva eléggé ,.el-
nagyoltan " elemeztiik a dolgot, de a Iényeget akartuk kiemelni.

Az E-elemek

Az 5.0. pontban megvizsgaltuk azokat az alapelveket, amelyek szerint a CA-t mikod-
tetni kell. Vizsgaljuk meg most részletesebben technikai oldalrél is.

Nyilvanvald, hogy elemzésiinket az alapelemek m(ikddésére kell alapoznunk.

Az idedlis eljaras az elemek vizsgalatara: ugy tekinteni azokat, amilyenek valoja-
ban ti. elektroncsévek. Mivel nagyon sok alternativ tehet6ség van az aritmetikai elja-
rasok, logikai vezérlések sth. elrendezésére, ezért hasonléan sok lehet6ség van a ki-
16nb6z48 tipust, méretl elektroncsdvek és mas aramkori elemek hasznalatara (példa-
ul a gyakorlati teljesitmények alapjan). Ez azonban nagyon megneheziti a dolgunkat.

Eppen ezért vizsgalatunkat egy hipotetikus elemre alapozva végezzik, amely gy
mikaodik, mint egy elektroncsd - pl. mint egy triéda a hozza megfelel6en valasztott
RLC &ramkdrrel - de 6nallo (izolalt) egységként elemezhet6 anélkiil, hogy radidfrek-
vencias elektromagnességi vizsgalatot is el kellene végezniink.

Az emberi idegsejt, amit az el6bbiekben mar targyaltunk, megfelel erre a célra. A to-
vabbiakban ez képezi vizsgalataink alapjat. Pontosan definialnunk kell azonban ezen
elem jellemzéit.

A vizsgalando elemet E-elemnek fogjuk hivni, és egy O korrel jeloljik. Az O elem
ingerileti és inhibitor hatasokat vesz fel, és egy hozza kapcsol6dé tengelyen sajat ha-
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tsokat bocsat ki; jeloljik ezt a kdvetkez6képpen: 0-. A tengely el is 4gazhat, ezt igy
jeloljik: 0-<, 0-<-. Az emisszié a tengelyen egy szinaptikus késleltetéssel halad to-
vabb; tegyiik fel, hogy ez minden E-elemre ugyanakkora; jeldljik T-val. A késleltetést
a tengelyre rajzolt nyillal jel6ljuk, igy: 0-»-, 0-»-<. Ez a nyil egyttal a tengely indu-
I6pontjat és iranyat is jelzi.

Ebben a pontban a szerzd elemzi az emberi idegrendszerben a szinaptikus késlelte-
tés és a tengelyen a hatas terjedési sebessége kozti killonbséget, és 0sszeveti ezt az
elektroncsoves aramkorokkel. Megallapitja, hogy az emberi idegrendszerben a T szi-
naptikus késleltetésnek nagy a szérésa; az E-elemeknél viszont egységes, azonos T
késleltetés feltételezését javasolja abbol a célbdl, hogy szinkronizalni lehessen a be-
rendezés kulonféle egységeinek mikodését.

Ebbdl a célbdl egy kézponti orat javasol (legjobbnak egy elektromos oszcillatort gon-

i1 i
dél), amely minden T periédusban egy X ~hosszlsaga —X<T'< impulzust bo-

csat ki.

Megjegyzés. A szerzé két helyen is ,,igéri" ({3 hivatkozassal), hogy kés6bb ezt részletezi,
de ezt nem teszi meg.
Mindegyik E-elem egy el6tte 1évd elemt6l vagy egy -0-»- ingerileti szinapszison
vagy egy inhibititor szinapszison keresztll veszi fel a hatast. Mint 4.2.-ben
mondtuk, 1, 2, Ul. 3 kiiszobértékld E-elemekkel foglalkozunk, azaz olyanokkal, ame-
lyek 1, 2, Ul. 3 szimultan bejové hatésra keriilnek ingeriileti allapotba.
Hasznalni fogunk dupla, azaz I1x szinaptikus késleltetés(i E-elemeket (jeloljik igy:
és keverteket is (jeldljik igy: igy nagyobb flexibilitassal csa-
tolhatunk dssze egyszer(ibb struktiréakat, és ezeket elektroncsoves aramkorokkel meg
tudjuk valdsitani.
Ha megvizsgalunk néhany tipikus E-elemet, arra a kovetkeztetésre juthatunk, hogy a
legtobb ilyen elem . . elektroncsével megvaldsithato.

A + és Xml(veletek aramkorei

Megjegyzés. Ezt és a kés6bbi fejezeteket is az el6bbiekhez képest Iényegesen kisebb rész-
letességgel ismertet;jiik.
F6bb mondanivalok:
A valbs szamokat binaris szdmjegyekkel reprezentaljuk (30 binéris jegy elegendd).
A binéris szamjegyeket a CA adott pontjan és idépontban valamilyen hatés jelen-
Iéte (1) vagy hianya (o ) jelenti.
A kilonféle E-elemek abrazolasadhoz kulonféle blokkjeleket hasznal a szerz6 (d- az
input, -+ az output).
A szerz0 felrajzolja és elemzi az 6sszead6 aramkort.
A szorzést &ramkor 1ényegesen kiilonbozik az dsszeadasétol. (A szorzashoz a részlet-
eredmeényeket meg kell jegyezni.)
-1.6. Az E-elemek memdriaként is hasznalhatok.

7.7.-7.S. A szerz@ részletesen leirja a szorzasi mivelet aramkorét.
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8.0. A - és az ™ miveletek aramkorei

8.1. A kivonas mlveletéhez sziikség van az el6jelre. Legyen ez a bal els6 binaris jegy (0 a
1 a + el6jel).
8.2. Ebben a pontban a szerz6 megépiti (felrajzolja) a kivonas miiveletének aramkoreét.

9.0. A binéris pont

9.1. A binéaris pont definidlasa a szorzés és az osztas miiveleténél feltétlenul sziikséges.

9.2. Mivel két 30 jegy( szdm szorzata 60 jegy(i lesz, de az eredmény téarolasara 30 jegy all
rendelkezésre, ezért 30 jegy elvész. Megoldddik a probléma, ha a binaris pontot az
el6jel utan helyezziik el, vagyis ha a gépben csak -1 és . kdzé es6 szamok abrazolasat
tesszik lehet6ve.

9.3. A fentiek azt jelentik, hogy a szamitési feladatot Ugy kell transzformalni (2/-vei vald
szorzassal), hogy a beirt szamok és a mlveletek eredményei -1 és -I-1 kdzé essenek.
Megjegyzés. Illusztracioképpen arra, hogy Neumann milyen részletességgel ,.talalja
mondanivaldjat, pontosan leforditunk néhany mondatot.

,,a) Az 0sszeadast és a kivonast nem lehet elvégezni, ha az eredmény nem -1 és -1
kdzé esik (hanem > és -, kozé).

b) Nem lehet az osztast elvégezni, ha az 0sztd kisebb (abszolut értékben), mint az osz-
tando.
Ha ezeket a szabalyokat megszegjilk, az 6sszeadd, a kivono, az 0sztd egység ugyan

eredményt ad, de ez nem lesz az 6sszeg, a kullénbség vagy a hanyados.”

9.4. Ebben a pontban a szorzas és az osztas kerekitésével foglalkozik a szerzd. (Bevezet
egy ,.kerekitési szelep”-et.)

10.0. A gydkvonas aramkore

Mas mveletek

10.1. -10.2. A szerz megmutatja, hogy a gyokvonas aramkdre nem tér el lényegesen az osz-
tas dramkorétél.

10.3. Miutan megszerkesztettilk az 6sszeadas, kivonas, szorzas, 0sztés, gyokvonas mivele-
tének dramkorét, vajon hogyan lehet ezeket integralni a CA-ban?

Mielétt erre vélaszolnank, vizsgéljuk meg, feltétlendl fontos-e minden fenti md-
veletet beépiteni a CA-ba.

Felvet6dhet, hogy a logaritmustébla alkalmazéaséval a szorzas, osztés, gyokvonas
miveletét vissza lehet vezetni dsszeadasra és kivonasra, de egy ilyen tablanak leg-
alabb 10’ értéket kellene tartalmaznia. A kdvetkeztetés: a szorzas legyen az alapma-
veletek kozott.

Az ™ és aJ~ miveletek kozelit§ formulak alkalmazéasaval visszavezethet6k az

Osszeadas, kivonas, szorzas miiveletére. De ha a szorzas hosszl ideig tart, akkor ezek
a miveletek is hosszu ideig tartanak.

Kovetkeztetés: a X, -, I miveleteket be kell épiteni a CA-ba.



Gondolatok... 191

10.4. Milyen mas miveleteket célszer(i még a X, t+,y miveleteken kivil beépiteni

a CA-ba?

A kdbgy6koét nyilvan nem érdemes. Szoba johetnek még a logaritmusfliggvény, a
trigonometrikus fliggvény és inverzeik. Ezeket hatvanysoraikkal lehetne kiszamita-
ni, de ehhez a gépben meg kellene épiteni a megfeleld logikai sémét. Ehelyett cél-
szer(ibb a fuggvénytablazatok alkalmazasa.

11.0. A CA felépitése

A miveletek teljes listaja

111, -11.2. A CA éltaldban két val6s szammal végez miiveletet. Az operandusokat az M
memoridbol kapja, ezek a CA két inputjan Njn és *\n keriilnek be a CA-ba és az
eredmény a CA outputjan (O keresztiil megy at az M memdriaba. A memoria kii-
16nb6z8 részei kdzotti kapcsolat megteremtése felesleges, ez a CA-n keresztill valé-
sulhat meg.

A szerz6 részletesen leirja a memdria és a CA kozotti adatforgalmat.
11.3. Ebben a pontban a szerz6 felveti, hogy sziikség van a kdvetkezd mliveletekre is:
- egy szam el6jelének kiértékelése,
- két szam kozotti relacié megallapitasa,
- két lehetséges akcid kozul az egyik kivalasztasara (azaz a szamitasi folyamatban
az elagaztatasra),
- a szamoknak kettes szdmrendszerbdl .. -esbe és forditva vald konvertalaséra.

A fentiekre tovabbi 5 mliveletet javasol. A Neumann-féle gép 10 mlveletet tud el-
v”~eznl, ,utasitdsrendszere” (Neumann nem igy hivja) 10 utasitasbol all: - -,x,

! i, s bd, db, ahol i a 1"a-bdl az » "jg,j a Jeca-bdl az » ("bavald kdzvetlen atvi-

telt, s a szam el6jelének kiértékelését, bd a binarisbdl decimalisba, db a decimalishol
binérisba vald konvertalds miveletét jelenti.

12.0. A memdria kapacitasa. Altalanos elvek

Megjegyzés. Neumann - az el6z6fejezetekbdl is latszik (7.4., 7.5, 7.6., 7.7., 8.3, 10.2,
valamint a CA leirasaban) - a tanulmanyban nagyon sokszor visszatért a memoria mi-
kodésére, ugyanis éppen az EDVAC volt az els6 amerikai szamitogép, amelyik a tarolt
programelvének megfelel6en egy memdriaban tarolta mind az utasitasokat, mind pedig
aprogramokat. Ezért nem volt mindegy, hogy Neumann milyen memdriat valaszt ki, és
mekkorara tervezi meg a memoria tarolési kapacitasat. Az sem volt kdzémbds, hogy
mennyi idd alatt lehet és kell - az adott memdridban - elérni a memoériaban tarolt ada-
tokat.

12.1. Ebben afejezetben irja le Neumann, hogy az EDVAC memoridjanak egy soros, vagy
késleltet6 elvd, ciklikus tipusi memoriat valasztott, miutan - az ENIAC utén ez a
memoria latszott az EDVAC céljara - soros géprdl 1évén sz6 - a legalkalmasabbnak.

12.2. Val6sziniileg Neumann elétt még senki sem gondolta végig - rendkiviil érdekes ma-
don ezt a ,,spekulaciot” el6szér nem egy villamosmérndk, hanem egy matematikus
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tette meg  hogy milyen koérilményeknek kell egy szamitéeszk6z memoridjanak
megfelelni, valamint azt sem, hogy az akkor ismert memaoridknak milyen el6nyei és
hatranyai vannak.

A memoria kapacitasanak az eszktznek azt a tulajdonséagat nevezte, hogy hany binaris
szamot tud tarolni.

Ami az elemi kapacitas egységet illeti, Neumann mar a 7.1.-es fejezetben meghatarozta,
hogy a gépnek elbjeles, 30 bites (azaz 31 bites) binaris szdmokkal kell a miveleteket végez-
nie, tehat ilyen hosszlsagu binaris szamot (késébb az egységet szdnak nevezték, Neumann
idejében még nem).

Megjegyzés. Ez a 30-asszinte,,kultikus’’szam, ami 9 decimélis szamnakfelel meg. Mas
leirasok szerint is, a 30 bites ,,szamolasi egység”’ Neumann-t6l ered, ugyanis - mar ko-
rébban is volt err6l sz6 - Neumann gy becstlte, hogy kérilbelil ez a nagysagrend méar
alig kezelhet6 mechanikus szamoléeszkzokkel, az ilyen pontossagu szamitasokhoz ér-
demes elektronikus gépeket hasznalni. (Neumann ,,elegendének latta’; ha egy szamito-
gép 27 bites szamokkal végez miiveleteket, ezt - valdsziniileg az ugyancsak ilyen méreti
utasitas mérete miatt, késébb kerekitette fel 30-\-1 bitre.)

Neumann driasi tekintélyét mutatja, hogy egy néhany évvel késébbi szamitdgép-konst-
rukt6r elmondta, a gépébe - szinte gondolkodas nélkul - ugyancsak 30 binaris szam-
jegybdl val6 szdmokkal tervezte meg a miiveleteket, még csak nem is gondolt arra, hogy
- példaul 32 bites szdmokkal szamoljon. Eszébe sem jutott, hogy 32 bites aritmetikai
egységet épitsen, pedig a 32 bites (2 hatvanya) binéaris szam késébb nagy kdnnyebbsé-
geketjelentett volna, a gépnek - példaul - a szévegfeldolgozésra valé felhasznélas ese-
tén.

Neumann-nak, miutan az EDVAC-ot tarolt program( gépnek tervezte, szdmolnia kel-
lett a tarolando utasitassal is, ami nem lehetett hosszabb, mint amilyen hosszlak a tarolt
adatok voltak. Ezért az EDVAC programozasara haromcim( utasitdsokbdl allé utasitas-
rendszert hozott létre, ami kés6bb zsékutcanak bizonyult. Az EDVAC kisérletek alatt
Neumann megvizsgalta a programozok szokasait és Ugy talalta, hogy a haromcim( utasita-
sok bonyolultsaga miatt a programozok - altaldban - az utasitasban csak egy cimet hasz-
naltak, igy a haromcim({ utasitasrendszerben rejl6 lehetéségeket a programozék nem vol-
tak képesek kihasznalni.

Eppen ezért - az ENIAC és az EDVAC utan - Neumann harmadik gépe, az IAS
gép - noha ugyancsak 39-1-1 bites szdmokkal szamolt - méar egycim( utasitasokkal
épult, a 40 bitben azonban két egycim(i utasitast taroltak. 10 bit a miveleti kdd és
10 bit a cim. Ezzel az IAS gép vezette be el6szor a kés6bbi modern szamitdgépek-
ben - széles kdrben hasznalt - egycimii utasitasokat.

12.3. Ezek utdn Neumann részletesen megvizsgéalta - a 2.4.-ben leirtaknak megfeleléen -
(a)-tél (h)-ig a kilonbozé tipusi miveletek memériaigényét, a megoldas idészik-
ségletét, ebbdl kivant ugyanis kovetkeztetni az alkalmazott memoria valdsagos nagy-
s&géra és koltségére.

Ebben afejezetben is Iathatd, hogy Neumann bizonyos részleteket csakjelzett {}, ké-
s6bb - valoszinlileg - vissza akart ezekre a témékra témi, az oda tartozé tovabbifejtege-
tések részletesebb kidolgozasara. A fejezetet olvasva az embernek a szerzével kapcsolat-
ban azjut az eszébe, hogy nem is egy matematikus, sokkal inkabb egy mérnék ,,speku-
lal”’igy - egy-egyfeladattal kapcsolatban - a meméria id6igényére. Ami egyébként igaz.
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a legenda szerint Neumann mint vegyészmérnok szokott ra az ilyetén val6 mérndoki spe-
kulacidra és szamitasokra. Persze - mas fejezeteket (ahol példaul a formalis logikaval
irja le a kulonféle miveletek végrehajtasat - 7.0, 8.0, 9.0, 10.0.) olvasva, azonnal el6-
bukkan Neumann matematikusi zsenialitasa, szemben a kétségkivil erés mérnoki kva-
litasaival.

124. A 12.3. fejezetben felsorolt memdriaigény-szamitasokat Neumann ebben a fejezet-
ben dsszegezi, a killonféle feladatok megvizsgaldsa utdn a memoria kapacitasat - né-
mi tdlbecsléssel - 8000 és 2000 kdzotti minor ciklusban hatarozza meg. Miutan 1
minor ciklus kett6 az 6todiken egységnyi (unit), igy a szikséges memoriakapacitas: 2™
illetve 2’ egységre jon ki. Neumann azt is megéllapitja, hogy a szdmitogépekben az
,.uveg nyaka” (bottleneck) a memdria. Ha a mai PC-re és az egyre bonyolultabb operé-
cios rendszerekre, valamint alkalmazdi programokra gondolunk, ez ma sincs masként.
Megjegyzés. Ebben az id6ben aproblémat részben a memoria ara okozta, ugyanis a ku-
tatGintézetekben és a gyarakban szinte nem volt memoriavalaszték. lgaz, Atanasoff mar
évekkel kordbbanfeltalalta a kapacitiv dobot, de rajta kiviil senki sem hasznalta. A mag-
neses dob akkor még egyaltalan nem létezett, a Williams-csovet és aferritmemdriat sem
talaltdk még fel. Egyedill a higanyos és a nikkel késleltet§ miivonal johetett - memo-
riaelemként - szamitasba, talan az EDVAC-kal kapcsolatban ezért is gondolkodott
Neumann soros szamitdgép tervezésében.

Neumann - a szamitasok utan - kimondja, hogy a szamitdgépben legalabb negyed-
millié egységet tartalmazdé memériara volna sziikség.

12.5. Ennek a pontnak a cime: ,,Hogyan lehet egy negyedmillié egység kapacitasi memo-
riat épiteni?”

Megjegyzés. Neumannbdl ismét el6bukik a mérnok. Nem csak felméri az igényt, de el-
gondolkozik azon is, hogy egy ilyen memériat meg is kell épiteni.

Neumann elgondolkozik és szdmol. Egy késleltetd mdvonalon 30 bites binaris

szamokat lehetett tarolni, ami annyit jelentett, hogy negyedmillié szdmhoz 8000 m-
vonalra lett volna sziikség, amit - abban az id6ben - nem tartott megvaldsithatdnak,
ezért legfeljebb kb. 65 000 tarolt binaris szamra gondolhatott, amit mér ,,csak” 2000
m(vonalat jelentett volna, ugyanis - abban az idében - ez is hatalmas mérnéki mun-
kat jelentett, ami nagyon nehezen lett volna kivitelezhetd.
Megjegyzés. Neumann nem adott megoldast, nem is adhatott, mert nem volt villamos-
mérndk. A fennmaradt nagyszamu levélbdl tudhat6, hogy szdmos - memoria-aram-
korokre vonatkozo - kérdést targyalt meg Mihaly 6ccsével és még tobbet Bay Zoltannal,
az utdbbitol leginkdbb a legijabb elektronikus felfedezésekkel kapcsolatban kéri tana-
csot: hogyan lehet ezeket az Ujabb eszkdzoket memdria céljara felhasznélni.

Ebben a fejezetben végiil is meghatérozza annak a memarianak a paramétereit
(kapacitas, ciklusidé stb.), amivel a legtébb feladatot el lehetett Iatni, mikzben az-
zal nem nagyon torddott, hogy a sziikséges memoriat hogyan fogjak eléallitani. Ez -
végil is - a villamosmérnokok gondja maradt.

12.6. -12.7. Neumann folytatja a spekulaciot, s6t néha bemerészkedik a villamosmérndk
konstruktdrok tertiletére is. Tanacsokat ad: hogyan lehet megfelel§ mennyiségli
elektroncsével, csokkentett keésleltetési idével, rovidebb szinkronizalé impulzusok-
kal bizonyos vezérlési, valamint tarolasi feladatokat ellatni, és igy a kivant kapacita-
s memoriat el6allitani.
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12.8.

Kovécs gy6z6-Szelezsan Janos

Ezt kovetéen Neumann ismét tovabb szamol, szinte ,,hangosan” gondolkodik.
Lathaté modon el6tte alaposan tanulmanyozta az aramkorok technikdjat, az ember
arra gondol, hogy Neumann mindezt els6sorban azért tette, mert meg akarta terem-
teni a szamitogép-tervezés modszertanat és nem is azért, hogy egy Uj elvd, miikodd
szamitdgépet hozzon létre.

Megjegyzés. Ismerve a kés6bb torténteket, az IAS gép tervezését és épitését, Neumann
valészindleg itt gondolta végig, hogy a jovbben nem EDVAC-szerti, soros szamitogépet
kell tervezni és épiteni, mert a soros gép €és a szinkronizalt soros memoria zsakutca, ami
sehova sem vezet. ValGszinlileg ezért hagyta abba a ,,First Draft... ’kidolgozasa utan
azonnal, mindazoknak az elveknek - néhany kivétellel - az alkalmazésat, amiket a
,.First Draft... ”irdsa soran kidolgozott és tért at az akkor még ismeretlen és sehol sem
alkalmazott parhuzamos gépi architektirara. Az djabb neumanni spekulacié azt ered-
ményezte, hogy az LAS gép végul kevesebb elektroncsével éplilt meg (igy - elektroncso-
ves gép révén - az Uzemeltetés soran kevesebb alkatrész tudott elromlani), mint az
FDVAC, és kortlbelill 30-50-szer gyorsabban hajtotta végre a miveleteket. Fnnek az
eredménynek a nyoman afejleszt6k szinte azonnal lealltak a soros szamitogépek terve-
zésével, és a kutatdintézetek, valamint a cégek attértek a pArhuzamos szamitogépek épi-
tésére. Még Fckert és Mauchly is.

Neumann leirja, hogy a memoriaszamitasok mind a késleltet6 miivonalas memorié-
ra vonatkoztak, nem zéarja ki azonban, hogy késébb ne talalndnak ki més, alkalmas
memoriakat.

Neumann els6ként az ikonoszkdpra gondolt, aminek az erny&jén 200x500, azaz
200 000 pontot lehetett trolni. Mindehhez egy nagyon bonyolult, specialis elektron-
csdre és abban egy elektronsugarra volt sziikség, amivel a binaris informaciot az er-
ny6re - vilagité pontok formajaban - fel lehetett irni, és onnan ki lehetett olvasni.
Ez az ,0tlet” azért is érdekes volt, mert addig az ikonoszkdpot képfelbontasra és
képatvitelre hasznaltak, eredetileg nem szamitdgép-memdarianak tervezték. Talan
Neumann latta meg benne el6szér, hogy a képpontok binaris adatok tarolasara is al-
kalmasak.

A fejezeten belll, az (a)-t6l (d)-ig pontokban, Neumann a memdria szdmos prob-
Iémajaval foglalkozik, amikre megprébal részben becsléseket, részben pedig megol-
dasokat adni. Ezek kozul néhanyat érdemes felsorolni.

Neumann kiszdmolta, hogy példaul 200 000 pont taroldsdhoz az elektronsugarat

milyen pontossaggal kell vezérelni, hogy a tarolast biztonsdgosan meg lehessen ol-
dani. Foglalkozott az informéacid beirasaval és kiolvasasaval, a memoria sebességé-
b6l adédd kérdésekkel, a tarolt informacid megcimzésével, de még néhany - az
ikonoszk6pban megoldandé - technikai problémaval is, mint példaul a memoria ta-
rolési biztonsaga.
Megjegyzés. Az ikonoszképot - szemben a késleltetd mivonalas memariaval - nem igen
volt célszer(i soros szamitdgép memaoriajakent alkalmazni, ami példaul abbdl is latszik,
ahogyan Neumann a kiolvasott informacio késleltetésével foglalkozott. Frre azért volt
szilkség, hogy mind a miveletvégzd (CA), mind pedig a vezérlé (CC) egység képes le-
gyen afeladatat végrehajtani. Ezekbe az egységekbe ugyanis az informécid sorosan, te-
hat a bitek egymas utan léptek be.
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Az ikonoszkop - technikailag - tipikusan parhuzamos memdria volt, amint kés6bb
Neumann az IAS szamitégépben parhuzamos memaoriaként hasznaltfel. 1smét érdemes
arra gondolni, nagyon valoszindsithetd, hogy Neumann az ikonoszkop-memoria tanul-
manyozasa soran mar el6re, egy parhuzamos szamitégépen gondolkodott (az el6regon-
dolkodés egyébként is tulajdonsaga volt), tehat az EDVAC-ot tervezte, mikdzben az L4S
gépen is gondolkodott. Ez persze csak spekulacid.

Talén ezért irta Neumann afejezet végére, hogy ezek utan ,ésszer(ibbnek latszik a kés-
lelteté miivonalas memdria analizisének a folytatasa’; de azért nem feledkezett meg az
ikonoszkoprol.

13.0. A memdria (M) szervezése

13.1. -13.5. Ebben a fejezetben a 12.6. és a 12.7. fejezetekben leirtak alapjan a memoria
bels6 szervezésével foglalkozik, meghatarozza azokat a memdria mikddésehez
szlikséges logikai elemeket, amiket a rendszer kialakitdsdhoz meg kell épiteni. M-
szaki részletekkel nem torddik, inkabb az elemeknek, pontosabban a sziikségesnek
tartott részegységeknek a funkcidit irja le.

Ez a fejezet a kdvetkez6 14.0. fejezet forditottjanak is felfoghatd, ugyanis a me-
moria (M) oldalarél mutatja be, hogy a szamitogép tobbi részével (pl. C vagy CC) az
M hogyan fog kommunikalni, illetve hogyan kell az M - mai szdval architektdrajat,
akkor szervezést mondtak - kialakitani, hogy a szamitogép mas részei altal el6irt lo-
gikai kdvetelményeknek meg tudjon felelni.

A fejezet pontosan leirja nemcsak az egész memdria, hanem a részegységek szer-

vezését, valamint lehetséges kapcsolati rendszerét is, amibe - az eredeti leirasban -
csak azoknak érdemes mélyen belemenni, akik az EDVAC memériajanak a miko-
dését részletesen és mélyen meg akarjak ismerni.
Megjegyzés. A technikatorténettel foglalkoz6 kutatdk a ,,First Draft... ’tanulmanyoza-
sa kdzben értik meg igazén, hogy az EDVAC terveit, amit Neumann szinte bit mélyse-
gig kidolgozott, miért lehetett a némileg korszerUsitett, de az EDVAC szervezésével szin-
te teljesen azonos EDSAC és BINAC szamitdgépeknél felhasznélni. Valdszinii - a le-
frasban sdrin el6forduld, {} jellel kiemelt részek is ezt bizonyitjdk - Neumann az
EDVAC leirasaban csak a szerinte leglényegesebb kérdések megoldésara koncentralt,
igy szdmos részprobléma, amire afentijel utal, megoldatlan marad.

Talan nem tiszteletlenség Neumann dolgozatéardl feltételezni, hogy a ,,First Draft... ’*
ban hibak és ellentmondasok is eléfordulhattak, aminek a valdszin(isége - ismerve Neu-
mann precizitdsat - nagyon kicsi, de nem kizarhat6. Ezeket aproblémékat az EDSAC
tervezésénél Wilkes, mig a BINAC tervezésekor Eckert és Mauchly isfoltételezhet6en fel-
fedezték és kijavitottak, amire szadmos példa volt, példaul késébb, az IAS ,,kidnok”ter-
vezése soran is.

Nagyon val6szin(, amit nemcsak az EDSAC, hanem a BINAC példaja is bizonyitott,
hogy a ,,First Draft... ’nyoman minden szamitogép-tervezének sokkal kénnyebb volt a
dolga, Neumann ugyanis elvégezte a munka nagyobbik - logikai - részét, mint azoknak,
akik korabban - Neumann munkéaja elétt - igyekeztek szamitogépeket alkotni.
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140. ACCésaz M

Megjegyzés. Ebben afejezetben a Central Control (CC, kdzponti vezérl6egység) és a me-
mdria (M) kapcsolatat elemzi Neumann Janos, pontosabban azt, hogy a memériadban
Iév6 utasitasok hogyan ,,vezérlik’’a kdzponti vezérlGegységet.

14.1. Ebben a pontban a CC elemzésében mélyediink el. Ehhez az utasitasrendszert kell
attekinteniink, mivel a CC feladata ezen utasitasok fogadasa, értelmezése és mas
egységekkel valé végrehajtatasa.

Feladatunk tehat a CC-t vezérl§ utasitaslista létrehozésa, azaz a berendezésben
hasznalt kod leirasa, és ezek matematikai és logikai jelentésének definialésa.

Vizsgéljuk meg a CC-t és f6leg kapcsolatat az M-mel.

Az utasitasok az M-bél keriilnek a CC-be, ugyanonnan, ahol a numerikus adato-
kat is taroljuk. Az M tartalma Gn. minor-ciklusokbdl all, minden minor-ciklusnak
egy olyan jelet is kell tartalmaznia, amely azt jel6li, hogy szdmrdl vagy utasitasrol
van-e szo.

Az utasitasok 4 csoportba oszthatok:

a) csoport: 10 specidlis miveletet hajtanak végre (-I-, -, X, harom atviteli mdve-
let, két konverziéos m(ivelet (decimalisb6l binarisba, binarisbél decimalisba)).

b) csoport: a szdamokat a memoria egyik helyéb6l a masikba viszik at.

c) csoport: ide tartoznak azok az utasitasok, amelyek a CC-nek az M-mel vald kap-
csolatét valtoztatjak meg: egyik memoriarekeszrél egy masikra adjak at a vezeér-
Iést, hogy onnan vegye a CC a kdvetkez8 végrehajtandd utasitast.

d) csoport: az input és az output berendezések vezérlését végzik.

14.2. -14.5. Ezekben a pontokban pontosan megadja Neumann Janos, hogy az egyes utasi-
tasok hogyan kerlljenek at a memdriabol a CC-be és hogyan végezzék a vezeérlést.
A kovetkez6ket kilon kiemeljik:

A memoridban egymas melletti rekeszekben talalhat6 utasitasok végrehajtasat egy-
szer(ien lehet vezérelni. Lennilk kell azonban olyan utasitasoknak is, amelyek kivételes
esetként arra utasitjak a CC-t, hogy egy tetsz6leges M-beli pontra (rekeszre) tegyék at a
CC kapcsolatat.

Megjegyzés. Ezekben apontokban azt irja le a szerz6, hogy a minor-ciklusokkal hogyan

val6sulhat meg a vezérlésatadas.

15.0. A kod

15.1. A memoridnak az el8bbi fejezetben torténd specifikacioja lehetévé teszi, hogy defi-
nialjuk a kddokat, amelyek a CC logikai vezérlését (és ezen keresztil az egész be-
rendezését) valdsitjak meg.

Az M memoriaegysegekbdl all, amelyeknek mindegyike egy hatés jelenlétével
vagy hidnyéaval jellemezhet6. Ezek az egységek az 1, illetve O binéris szdmjegyeket
reprezentaljak. Ezeket az egységeket 32 egységhdl allé minor-ciklusokba csoporto-
sithatjuk; ezek a csoportok szerepelnek majd az aldbbi bevezetend6 kodokban.
Megjegyzés. Egy minor-ciklus voltaképpen egy rekeszt jelent, azaz a memdridban egy
olyan teriletet, amelynek binarisjegyekbdl allé tartalma egy egységet (szdmot, utasitést)
reprezentdl. Neumann Janos a Jelentésben még nem hasznélja a rekesz elnevezést. Mint
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15.2.

15.3.

korabban emlitettik, Neumann Janos miivonalas memdriara alapozta tervét; ebben pél-

daul 32 jegyb6l allé bitsorozat valoban ,,ciklusban’’keringett a m(ivonalban, igy tarolta

a memoria, tehat egy minor-ciklus egy rekesznek felelt meg.

Az egy-egy csoportban szerepl6 binéris szamjegyek, egy /q ij, F ijj sorozatot
alkotnak, amelyet/ = (i, «q) = {if) alakban is irhatunk.

A minor-ciklusokat két osztalyba sorolhatjuk: a szamok, illetve utasitasok oszta-
lyaba. Ezt a két kategoriat az els6 bittel, tehat IQval kiilonboztetjiik meg; jelélje ig=
o azt, hogy szamrol, ig = . pedig azt, hogy utasitasrél van szo.

Szémokndl a 31. egység a binaris szdmjegyeket, illetve az el6jelet reprezentalja.

Az aritmetikai miveletek természetéb6l kifolydlag (tekintettel az atvitelre) a bi-
naris szamjegyeket jobbrol balra toltjuk fel, azaz * = ijj, ijg, 2\ ..., 4 alakban allnak
eld a szamok. Az utolsé bet6ltott jegy Z: az el6jel, mégpedig 4j = 0a -, Zj = 1la-
el6jelet jelenti. A binaris pontot az el6jel utan helyezzik el, vagyis az abrazolandé
szamot mod(z )-vel a (-1, 1) intervallumba transzformaljuk, azaz:

31
N =Z1,25020,....Zi= > N, " “N(mod: ),
v=\

Az utasitasok 31 bitje, az utasitas hatasat adja meg.

Az alabbi utasitascsoportokat definialjuk.

a) lde tartoznak a CC azon utasitasai, amelyek hatdsara a CA elvégzi a 14.1. a) cso-
portban szerepld 10 utasitast. Jeloljuk ezeket sorban a 0,1, 2, ..., 9 szamokkal, il-
letve az ezeknek megfeleld 4 jegy( binaris szdmokkal.

Megjegyzés: Ebben apontban Neumann Janos részletesen elemzi, hogy a CA kiilénbo-

28 egysegeiben hogyan kell kezelni az operandusokat a miiveletek elvégzése utan, mikor

kell torolni az adott egységet, mikor nem, illetve hogyan lehet megoldani, hogy az el6z6

mivelet eredményét a kdvetkez6 miveletben fel lehessen hasznalni (példaul az xy szor-
zat eredményét hogyan lehet hozzaadni az el6tte elvégzett mivelet z eredményéhez, azaz
képezni az + xy Osszeget).

Annak jelolésére, hogy egy mivelet utdn az O™t (az aritmetikai egység ered-
ményregisztere) tordlni kell-e vagy nem, a c-vel jeldlt bitet kell hasznélni (c = o tor-
lést, ¢ = . atorlés elmaradasat jelenti).

/3) Ebbe a csoportba azok az utasitasok tartoznak, amelyek hatasaként a szamok M-
b6l CA-ba mennek at.

7 ) Olyan utasitasokra is sziikség van, amelyek un. direkt betdltést végeznek, vagyis
az utasitasszamlald altal megcimzett rekeszt kdvet6 rekesz tartalmat toltik az
ba.

S) Sziikségesek olyan vezérldutasitasok is, amelyek hatdsara a szamok CA-bol M-be
kerllnek.

e) Az ebbe a csoportba tartozd vezérl6utasitasok az utasitdsszamlalé altal megcim-
zett rekeszt kovetd cimre adjak at a vezeérlést.

) Az utasitds hatdsara a szamok CC-b6l CA-ba keriilnek at (pontosabban, az
o ,«-boblaz/,,-ba).

() Ezek az utasitdsok a CC és az M kapcsolatat az M egy masik helyén talalhatd
minor-cikluséra (rekeszre) irdnyitjak at (vezérlésatadas),

rj) Ebbe a csoportba az input, output utasitasok tartoznak.
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0
Tipus

Szdm vagy
utasitas

U]

Utasitas
(«) +(6)

Utasitas

(«)*+(£)

Utasitas

(«+(O)

Utasitas

(«)

Utasitas
iP)
Utasitas

10

Kovécs gydzo-Szelezsan Jancs

(1

Jelentés

31
31730 - V=,

~1 < <, szamot tarolja.

Az /s bit az elGjel, 0 a + jelet, 1 a- minuszjelet
jeldli. Ha a CC ehhez a minor-ciklushoz fordul,
akkor az utasitasként mikaodik, amely -t /“-ba
viszi 4t. Nem ez torténik azonban, ha ez a minor-
ciklus kdzvetlenil egy w -» A, vagy wh -» A utan
kovetkezik.

Ezek olyan utasitasok, amelyek CA-ban hajtod-
nak végre, w a 11.4.-ben szerepld mdivelet vala-
melyike. Az aldbbi tdbldban a w decimalis osz-
lopban a mveletek decimalis, a w.binaris osz-
lopban binaris alakban, a w oszlopban szimbdlu-

mukkal szerepelnek

W. W. W. W. w
decimalis binaris decimalis binaris

0 0000 5 0101

1 0001 6 0110
2 0010 7 0111

3 0011 1000 db
4 0100 1001  bd

A 111. oszlopban szerepl6 jelek jelentései:

- h azt jelenti, hogy az eredmény meg6rz6dik az
Oc«-ban

- N pp: az eredmény a p major-ciklus p minor-
ciklusaba kerl atvitelre

- N f: kozvetlenil az £ utasitds végrehajtasa utan
az eredmény a végrehajtas alatt allé utasitast
kdvetd minor-ciklusba kerl

- A az eredmény kerdl.

- ahol nincsen ~ jel, ott nem torténik tarolas (az
eredmény megG6rzésétdl eltekintve)

A p major-ciklus p minor-ciklusaban lévé szam
I-ha kerdl.

Az utasitds CC-t p major-ciklus p minor-ciklusé-
val koti dssze.

(V)

(1 Kaéd-
Rovidjel  szimbolum
Minor-ciklus

Qohhu-hl)
to- o

VIAUp - h~1
vagy
wh-?jup

w-»f

vagy
wh/f

w”/A

vagy
wh”A

wh

A"pp

CrUP
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15.4. Ebben a pontban a szerzd megvizsgélja, hogy a 31 bitbél allo utasitdsoknak milyen
legyen a szerkezete.

Megallapitja, hogy kerilni kell tébb funkcid beépitését az utasitasba.

15.5. Vannak azonban olyan teendék, amelyeket célszer(i 6sszevonni egy utasitasba; pl. az
(a) tipust utasitasoknal a mvelettel egylitt meghatarozhato, hogy a mivelet ered-
ménye hova keriiljon. Neumann pontos elemzést végez arra nézve, hogy az egyes
utasitisok altal végzendd teendbket hany szdmjeggyel (bittel) lehet elérni. Azt hoz-
za ki, hogy 32 binaris jeggyel mintegy 50%-o0s atlagos ,,hatékonysag” érhetd el.

15.6. Az elébbi pontokban végzett elemzések alapjan Neumann az 1 tablazatot allitja el6.

Utészd a First Drafthoz

Ezzel végére is értlink a First Draft ismertetésének. Reméljuk, sikerilt a fontosabb gon-
dolatokat kiemelni, érzékeltetni a munka ,.els6 vazlat” jellegét és kiilondsen Neumann
gondolkodasmodjat, elemzési modszerét, a problémak ,talalasanak” madjat.

3. Egy utasitasrendszer, egy ,,magas szint(i” nyelv

Az EDVAC gép utasitasrendszere

Az elébbiekben (a First Draftban) lattuk, hogy Neumann Janos miképpen képzelte el a
gép utasitasrendszerét. Az EDVAC gép tervezett utasitasrendszere lényegében kovette a
Neumann altal leirt elveket (a sémat).

Az EDVAC gépben a tervezett utasitdsok szerkezete az alabbi volt:

mveleti kod ciml cim: cim3  vezérlébitek
5 bit ¢ bit & bit o bit

A gép tehat 3 cim( volt.
A gép tervében az aldbbi 15 utasitas szerepelt (a, b, g memdriacimek, a, b, g pedig kons-
tans operandusok).
1) add a b g: Az a és b tartalmat 6sszeadja, és az eredményt g-be helyezi.
2) sub abg: A btartalmabdl kivonja a tartalmat, és az eredményt g-be helyezi.
3) mul ab g: Az a és b tartalmat 6sszeszorozza, és az eredményt g-be helyezi.
4) negab g Ugyanaz, mint amul utasitds, de g-be az eredmény -1-szeresét teszi.
5) cab g Ha az a-ban tarolt szam nagyobb, a b-ben taroltnal, akkor a kovetkezé uta-
sitast a g cimrél veszi.
s) Xab g Ha a>b, akkor a kovetkez6 utasitast a g cimrol veszi.
7) t— g A g memdriacimen tarolt utasitasra adja at a vezérlést.
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s) P abg: Az a-ban tarolt szdmot g pozicioval balra tolja, és az eredményt b-be teszi.
9) gab g Az a-ban tarolt szamot g pozicidval jobbra tolja, és az eredményt b-be te-
szi.

10) iab g; A soron kdvetkez6 (eggyel nagyobb cim() memoriarekeszben 1évé a b g uta-
sitasban az a, b, g cimeket az a, b, g értékekkel megndveli.

11) e a b g: Kiemel bizonyos biteket az a cim( rekesz tartalmabol, és ezeket elhelyezi a
megfelel6 pozicidkban a b cim( rekeszben. A széban forg6 biteket a g tartalma ha-
trozza meg.

12) fn- b g: gszdmd sz6t beolvas b-be, és az n szalagot tovabb mozgatja.

13) bn - b g: Ugyanaz, mint el6bb, de a szalagot visszafelé mozgatja.

14) fna- g: Kiir g sz6t az a rekeszbdl a szalagra, és a szalagot elére mozgatja.

15) bn a- g: Ugyanaz, mint elébb, de a szalagot visszafelé mozgatja.

Ez az utasitasrendszer a First Draftban szerepl6 elvek alapjan késziilt ugyan, de egyes

torténetirok szerint az EDVAC gép nem pontosan eszerint mikodott.

Neumann és az els6é ,,magas szint(i” nyelv

Mar az EDVAC tervezése kozben felmeriilt, hogy szilkség volna olyan nyelvre, amivel a
matematikai eljarasokat a gép szamara, a gépi kodnal jobb (kényelmesebb) mddon lehet
leirni.

Az elsd ilyen Kisérletet nem Amerikaban tették meg, hanem Eurépaban. Németorszag-
ban Konrad Zuse 1945-ben kidolgozott egy Plankalkil nevii nyelvet, ami lényegében a
Hilbert-féle itéletkalkuluson alapult. A kéziratot csak 1972-ben publikaltak, bar rovid is-
mertet6t 1948-ban és 1959-ben Zuse mar kozolt.

Az G6cedn tulso partjan is foglalkoztak a gépi kddnal magasabb szintli programozasi nyel-
vek kidolgozasaval. Goldstine kezdte el elemezni, hogyan lehetne olyan modon leirni az el-
jarasokat - akkor még csak a matematikai (numerikus) eljarasokra gondoltak -, hogy azt
a ,,kodold”, aki a gép nyelvére, gépi kodra irja at az eljarast, konnyen meg tudja ezt tenni,
és az ember szdméra is jol attekinthetd legyen. A feladat megoldéséhoz csatlakozott Adélé
Goldstine (Goldstine els6 felesége), Neumann Janos és Arthur Burks is.

A kidolgozott ,,nyelv” filozdfidja egészen més volt, mint a Zuse altal javasolté. Az el6bbi
nagy sulyt helyezett a tipusdeklaracidokra, mig Neumannék ezzel egyaltalan nem torddtek.

A Neumannék altal kidolgozott ,,nyelv” voltaképpen a blokkdiagramok &se volt (6k
,»flow-diagramnak”, kés6bb ,,flowchartnak” nevezték).

A projekt 1946-ban indult, és 1947-re lettek kész vele. Folyoiratokban ugyan nem pub-
likaltdk (kéziratban ,,Planning and Coding Problems for an Eleetronic Computing Instru-
ment” cimet viselte), de gyorsan elterjedt, és a kés6bb létrejott programnyelvek mellett is
hosszu évtizedeken keresztiil a programterveket blokkdiagramokkal abrazoltak.

A Goldstine-Neumann-diagram téglalapokbdl (bokszokbdl, dobozokbdl) és az ezeket
Osszekotd nyilakbdl allt. (Lasd a 10. abrat.)

A dobozok négyfélék lehetnek.

a) Romai szdmokkal jel6lt operacios dobozok, amelyekben a memoridban végzendd at-

viteleket jel6lték, azaz a memoriarekeszek (akkor még nem igy nevezték) valtozasait
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10. abra. Az els6 magas szint(i (grafikus) nyelv, amit Neumann Janos, Adélé és Hermann Goldstine dolgoztak ki: a
programok leirasara és gyors attekintésére hasznaltfolyamatabra. (1947)

adtak meg. Voltaképpen az elagazas nélkili (értékadasokat jelentd) programrészek
jeldlésére szolgaltak az ilyen tipust dobozok.

b) Alternativ dobozok (szintén romai szamokkal jeldlték), amelyeknek + illetve - jellel
jeldlt kimenetlk van. Ezek a dobozok vezérlésatadast jelentettek; a dobozban sze-
replé mennyiség el6jelétdl fuggben jeldlték ki az eljaras tovabbi iranyat, tehat logi-
kai feltételek szerinti elagazast adtak meg vele.

c) Helyettesitd dobozok, amelyeket a # jellel jel6ltek és ezekben a jelet hasznaltak.
Az ilyen dobozokban nem a gép altal elvégzendd miveleteket jelolték. Példaul az
.- 1-»i”tartalmd doboz azt jelenti, hogy azti (index) i - 1-re valtozik. Ma azt mon-
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danank, hogy i ciklusvaltozo értéke 1-gyel csokken. (Neumannék még nem vezették
be a mai értelemben vett ciklus fogalmat.)

d) Allitast tartalmazo6 dobozok (allitasdobozok), amelyeket szintén # szimbolummal je-
I6ltek, amelyekben a kilsé jelolések és a vezérlés kurrens allapotat adtdk meg. Az
abran harom allitdsdobozt latunk. Az egyikben az ,j = -1” allitas szerepel, a mésik
kett6ben az, hogy az u,, v, (,,v&ltozok”) kimenetek, ezen a ponton értékeket vesznek
fel. (Mai szemmel ezt jogosabban hivhatnak ,,beéllitasi” dobozoknak, mert az i, n,, v,
valtozok értékeit allitjak be. Azt is mondhatndnk, hogy ezek kommentarok.)

A helyettesit6 és az allitisdobozok nem jelentenek a szamitogép altal elvégzendé mive-

leteket.

Az &brén szerepld dobozokban sok helyen 1atunk 2“'-nel vald szorzasokat. Ez azzal fligg
0ssze, hogy - mint a First Draftban is lattuk - az akkori gépek [az EDVAC is] fixpontosak
voltak, mégpedig a binéris pont [vessz8] Ugy volt elhelyezve a memaridban binarisan &bra-
zoltx szamban, hogy -: <x <. teljestljén, vagyis a gépben csak egynél abszollt értékben
kisebb szdmok voltak abrazolhatok, azaz a szam legmagasabb helyiértéke . “* a kovetkez6
2'7:-t, az utolsd 2" volt. (n a szam hosszét, azaz a bitek szamat jelenti, EDVAC-nal ez 40
volt.) Példaul a memdriaban abrazolt 101101 szam (n = ) az

1e2"" 0 2" —ti "N -HIl 2" *-El 2" -t1m2"®
mennyiséget, vagyis a
0.101101

szamot jelenti.

A fixpontos gép komoly gondot jelentett a programozonak. A megoldandé feladatot Ggy
kellett transzformalni, hogy minden sz&m - az input adatok, a kdzbtils6 részeredmények, a

a
végeredmény - abszolut értékben egynél kisebb legyen. Példaul az Fhényados Kiszamita-

s&nél elébb meg kellett vizsgalni (a programban), hogy a <b teljesiil-e; ha nem, akkor (-t
el kellett osztani (annak idején ugy mondtuk, hogy normalni kell) egy olyan ¢ szammal,

a
hogy — <b teljestiljon. Természetesen a c-vel val6 osztas kdvetkezményeit végig kellett

C
vinni a teljes ,,képleten”.

Az abran lathatd tablazatban szerepel még egy érdekes jeldlés, példaul (a+i)*, (h)g stb.
Altalanossagban Xgazt jelentette, hogyx egy memoriacim (egy egész szam), mégpedig Ugy,
hogy a gépbenXg a + 2~ alakban van jelen, tehat egy olyan binéris sz6t jelol, amely-
ben X kétszer szerepel: a 9-20 és a 29-40 pozicidkon (balr6l szamitva). Az ilyen x* tipusu
szamokat utasitdsok modositasara hasznaltak; egy 40 bites sz6 mindkét felét lehetett mé-
dositani vele (pl. hozza lehetett adni ezt a szdmot egy utasitashoz, mialtal az utasitdsban
szerepld cimek modosultak).

Megjegyzés. Az EDVAC-kal kapcsolatos fenti paraméterek (a szam hossza, a cim két rész-
re bontdsa) nem a First Draftban leirt EDVAC, hanem feltehet6leg inkdbb az EDVAC utan
épult IAS gép adatai.

Amikor egy folyamatdiagram elkészilt, a programoz6 elkezdhette a ,,dobozok” gépi
kodra tortén6 leképezését (ezt ,statikus kddolasnak” nevezték).

A folyamatébra csak egy eszkdz volt, ami megkonnyitette a program irdsat, de nagy
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szlikség volt a programozé problémamegoldoé képessegére, a gépi kdda utasitasok ismere-
tére. Nem gondoljuk, hogy az Olvasénak érdemes volna dobozrél dobozra menve elemez-
ni az dbran lathaté folyamatdiagramot, ha mégis, Ugy segitiink azzal, ha megmondjuk, hogy
az ennek alapjan elkészitendé program a .o elem( (U], .10 témb elemeire kisza-
mitja az

kifejezés értékét, és amennyiben 400 -y, > 0, akkor rogziti (példaul kinyomatas céljabol)
az (i, y.), ellenkez6 esetben pedig az (i, 999) értékpart.

A Goldstine-Neumann folyamatdiagrammal kapcsolatban megemlitjik, hogy ebben a
szubrutin fogalma nem szerepel (tehat a szubrutin jelélésére nem tesznek javaslatot).

4. Epilégus

A ,First Draft...””- Neumann Janos szamitastechnikai alkotasai kozll az els6 - amivel
nem csak Amerikaban, de mindenditt a vilagon elismerést szerzett mind a Pennsylvania
Egyetemnek, mind az ott dolgozé kutatdknak és természetesen sajat maganak is. Feltéte-
lezhetd, hogy ennek a tanulmanynak és persze kés6bbi szamitastechnikai alkotasainak ko-
szOnhetden lett Neumann Janos vilaghir(i matematikusbdl a ,,szamitdgépek atyja’

A szamitastechnika torténetében viszonylag kevés olyan alkotas talalhato - ilyen a ,,First
Draft...” is -, ami a megjelenése utan tébb mint 50 évvel pontosan gy érvényes, mint aho-
gyan a megjelenésekor volt. A ,,Vazlat” megitélésében az sem lehet k6z6mbos, hogy a bi-
ralok legfeljebb azért szdltak hozza a tanulmanyhoz, mert kimaradtak a névsorbol, azért
senki sem, hogy ahhoz valamit hozzategyen, netan abbdl elvegyen. Annak ellenére, hogy a
cimben benne van, hogy ,,draft”, ez a vazlat a maga valdsdgaban tokéletes, egy kolt6 azt
mondhatnd: ,,Olyan, mint egy csiszolt, tiszta gyémant. Nincs benne hiba.”

Kordbban mér emlitettlik, hogy az EDVAC szerz8sége kordli viték, a szabadalmaztatas-
sal kapcsolatos torzsalkoddsok oda vezettek, hogy Presper Eckert és John Mauchly szaki-
tottak nemcsak Neumann Janossal és Hermann Goldstine-nel, hanem a Pennsylvania
Egyetemmel is.

Az ENIAC-ot a korméany - hivatalosan - 1946. junius 30-4n vette &t a Pennsylvania
Egyetemt6l (PENN). A hébords évek alatt az Egyetem az ENIAC fejlesztésében kifaradt,
ezért a gépet szives 6romest visszaadtak a hadseregnek (egy puppal kevesebb - gondoltak
az egyetemen). Az ENIAC-ot 1946. november 9-én kikapcsoltak és leszerelték, majd Ab-
erdeenbe, a Ballisztikai Kutaté Laboratdriumba széllitottdk. A gép Ujraélesztése 9 hdna-
pig tartott, 1947. julius 23-an allitottak ismét lizembe.

Az Egyetem nem volt korrekt sem Mauchlyval, sem Eckerttel, sem Goldstine-nel, sem
Neumann-nal szemben, ugyanis az ENIAC utan szamitogép-tervezéssel és - egy ideig -
magaval a szamitégép-tudomannyal sem foglalkoztak. Az ENIAC alkot6i azt is nagyon sé-
relmezték, hogy - a fenti négy kivalo szakembernek - katedrat sem ajanlottak fel az egye-
temen. Az addig - a szamitégép-tudomanyban - vezetd pozicidban 1év egyetem szamités-
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I1. &bra. A princetoni IAS (Institute for Advanced Study) kdzponti épllete.

technikai fejlesztései
leéplltek, csak évek-
kel kés6bb kezdték el
Ujra a szamitastechni-
kai konferenciakat
szervezni, amivel meg-
probaltak a régi hiru-
ket visszaszerezni. A
szamitogéep-tudomany-
ban a vezet6 szerepet
a princetoni IAS, a
UNIVAC cég és sza-
mos mas egyetem, nem
utolsdsorban az IBM
vette at, amelyek foly-
tattak és tovabbfej-
lesztették  Neumann
Janos és tarsainak
munkajét.

1996-ban az Egyetem oriasi Unnepséget tartott az ENIAC sziiletésének az 50. évfordu-
16jan. Az ENIAC épitdi kozil, akik még éltek, ott voltak. A diszvendég Hermann Golds-
tine volt. Tobben nehezményezték, hogy a megemlékezésen szinte egyedil Goldstine be-
szélt Neumann-nak, az ENIAC tokéletesitésében jatszott szerepérél, Atanasoff érdemei-
rél, az egyetemi szénokok, de a kormany képvisel&i err6l nem széltak, kizardlag Eckert és

Mauchly kétségtelen érdemeit emlegették.

Eckert és Mauchly még azt sem vartak meg, hogy az ENIAC szamol6gépbdl kvazi tarolt

12. dbra. Az ENIAC sziiletésének az 50. évforduléja Philadelphidban. A képen Her-
mann Goldstine és Neumann Janos titkarnéje. (1996)

programi  szamito-
géppé alakuljon A&t
Ggy bhagytdk el az
egyetemet, és meg-
alakitottak Philadelp-
hidban a sajat kozos
vallalatukat, az Elec-
tronic Control Co.-t.
Ezutdn hozzafogtak
az EDVAC terveit
koévet6, ugyancsak hi-
ganyos  késleltetés(
mivonalakkal dolgo-
z6, BINAC szamito-
gép tervezéséhez és
gyartdsdhoz. Egyéb-
ként Amerik&ban ez

vortr az elsO szamito-
« &> Mii az ENIAC
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utan épult. Ezt kdvet6en megalapitottdk az ,,Eckert-Mauchly Computer Corporation™-t,
megtervezték és megépitették a UNIVAC-nak nevezett gépet, amit 1951-re fejeztek be.
Ezzel hamarosan elkezd6dott az amerikai szamitdgépipar széduletes fejlédése.

Neumann sem akarta a szamitogépek fejlesztését befejezni, mert mar akkor ott motosz-

kalhatott benne az IAS gép terve.

Az IAS gépben Neumann és Goldstine -

minden korabbi géphez képest - forradalmi
valtozasokat vezettek be. Miutdn ez az iras
az EDVAC-r6l és nem az IAS gépr6l szdl,
ezeket a valtozasokat - Goldstine kényvé-
bdl vett idézetekkel - esak nagyon réviden
foglaljuk dssze:

- Az IAS gépet Burks-Goldstine-von
Neumann: ,,Preliminary Discussion of
the Logical Design of an Electronic
Computing Instrument” cim( alapve-
t6 munkéja irta le.

- A tanulmanyban a szerzék, a szami-
tastechnika tudoményéanak az egyik
legfontosabb dontését hoztadk meg: az
IAS-ben nem az EDVAC-nal alkal-
mazott soros tarolasi madot alkalmaz-
zak, hanem a parhuzamos szervezési
maodot, ,,aminek az eredménye egy Un.
parhuzamos miikddési gép (parallel
maChine) Iett, szemben az EDVAC'kaI’ 13. dbra. Az elkészult IAS gép. El6tte az alkoto,
amelynek a szervezése soros volt... (...)  Neumann Janos. (1952)

E két rendszer kozotti f6 kulonbség az

Osszeadas elvégzésének a modjaban rejlik; a parhuzamos mikodési gépben a megfeleld
szamjegyek parjait egyidejlleg adjuk dssze, mig egy soros szervezésii gépben e szamparok
Osszeadasa egymas utan torténik... ”

- Eleinte az IAS gép tervezOiben még élt az alkatrészeket ,.feleslegesen pazarlé” md-
szaki megoldastol valé félelem, amit Neumann oszlatott el, aki kiszamolta, hogy a
parhuzamos mikddésii gép - a latszat ellenére, miutan a vezérlegysége egyszer(bb,
mint a soros gépeké - kevesebb alkatrészb6l felépithetd, mint a soros szamitogépek.
A korulbelil egyforma kapacitasi parhuzamos IAS gép 6sszesen 2000, mig a soros
EDVAC 3000 csévet tartalmazott. A Neumann-gép - a parhuzamos miikddés miatt
- 600 mikroszekundum alatt végzett el egy szorzéast, mig az EDVAC 3,0 milliszekun-
zett el egy sz6t, az EDVAC pedig - a soros memoriaba - 200 mikroszekundum alatt.

- A két gép kozott teljesitménykilonbseég volt, ezért - az IAS megsziletése utén - so-
ros szamitégépeket gyakorlatilag alig épitettek. Ettdl kezdve az IAS gép volt az eta-
lon, vilagszerte és f6leg Amerika-szerte ezt a gépet masoltak. Az 1AS gép kozeli ro-
konai (mai kifejezéssel kidnjai): a JOHNNIAC, az ORDVAC, az ILLIAC, de még a
UNIVAC 1100-as és az IBM 700-as és 7000-es szériai, ezenkivul még méas - parhuza-
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mos, kulfoldi - gépek is voltak, példaul a mar emlitett els6é hazai elektronikus
szamitogép az M-3-as is.
- A gép struktarajat illetéen gy hataroztak, hogy a gépben abrazolt szam 39 bithdl és
egy el6jelbitbél fog allni.
- Az IAS gép az utasitadsrendszerekben is forradalmi valtozast hozott, ez a ,,forrada-
lom” még ma is tart. Az EDVAC haromcim( gép volt, az oka egy korabban elterjedt
hiedelem volt, a tervez6k azt mondtak, minél tébb cim( egy gép, annal gyorsabban
szamol. Azutan - amint ezt a tanulméany magyarazatadban mar emlitettiik - Neumann
rajott arra, hogy egy programban a két- vagy haromcim(i utasitdsok masodik vagy har-
madik cimét nem hasznaljék, egy utasitasba legtdbbszor csak egy cimet irnak, igy az
utasitasok cimeinek egy része az esetek tobbségében kihasznéalatlan marad. Ezért az
IAS gépet eleve - el6szOr a szamitastechnika torténetében - egycim(re tervezték, egy
40 bites szdban igy két utasitast (10 bit a mdvelet, 10bit pedig a cim kddolasara - lasd:
H. Goldstine: A szamitdgép Pascaltol Neumannig) tudtak elhelyezni. Azéta is csak egy-
cimd gépeket épitenek.
A héborl befejezése utan - 1946 6szén - brit latogatdk nagy létszamu csoportja érkezett
a Moore Intézetbe, kdzottik Maurice Wilkes is, aki kézbe kapta a ,First Draft...”-ot, és
megismerhette az ENIAC-kal és az EDVAC-kal kapcsolatos tervezési elgondolasokat -
kozottuk a tarolt program elvét is. Ezutan visszatért az angliai Cambridge-be, ahol megépi-
tette a vilag elsd tarolt programi szamitogépét, az EDSAC-ot (Electronic Delay Storage
Automatic Computer), ami el6bb készilt el, mint az IAS, Neumann J&nos szamitogépe.

Jottek latogatdk Svédorszaghbdl, aminek nyoman megépilt a BESK, a d&nok Svédor-
szaghdl és Anglidbol vették &t a tapasztalatokat, igy épult meg a DASK (Danish BESK). A
szovjetek a Moore Intézetbdl postan kérték el a szamitogépek épitésének megkezdéséhez
szlikséges leirasokat, Goldstine - a mar emlitett munkajaban is leirta - hogy meg is kap-
tak. Valdsziniileg ennek nyoman épliltek meg az els6 szovjet szdmitogépek, a MESzM és
a BESzM, majd kés6bb egész sor kulonféle architektdraju és teljesitményli szamitogép az
orszag minden részén.

Neumann Janos alapvetd munkaja, akaratanak megfelel6en, elterjedt az egész vilagon.
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Neumann mint a sejtautomata megalkotoja,
elméleti és gyakorlati kdvetoi

Hogyan jutott el Neumann a sejtautomata fogalomig?

El6ljaréban néhany gondolatot szeretnék kifejteni az alkoté emberr6l, a géniuszrol vagy
zsenir6l, hogy bizonyos mértékig keretek kdzé helyezziik el Neumann-nak a sejtautomata
fogalom megalkotasaval létrehozott tudoméanyos teljesitményét, az eredmény, az érték
szempontjabol.

Természetesen mind ezt, mind Neumann mint ember, mind polihisztorkénti bemutata-
sét csak véazlatosan adom eld, mivel ennek a kdnyvnek mas helyein is széba kerdl, vagy ép-
pen a részletes targyalas meghaladnd a f6 téma kereteit.

Az alkot6 ember altalaban Gjat hoz létre, mivészeti, tudomanyos, miiszaki vagy barmely
mas teriileten. Sok esetben analitikusan elemzi a vilagot, majd dsszerakja masképp az ele-
meket, van, hogy egyetlen gondolatszikraval teremt Gjat, sokszor hosszu évtizedek munka-
jabol all 6ssze az Gjdonséag, nem ritka, hogy a véletlen is segit, de rendszerint azoknak, akik
azt felkésziilten tudjak fogadni (mint Flemingnek a penicillin felfedezésekor). Sokszor
jélismert tények, dolgok 6sszefuiggéseére masként tekintve sziiletnek a talalmanyok.

Néha a fentiek szerint kiilonbséget tesznek felfedezbk és feltalalok kozott. A korulmé-
nyek is sokszor szerepet jatszanak, még olyan is, mint a lazas allapot, vagy az dlom, errgl
Sellye professzor irt érdekesen Az alomtol afelfedezésig cimd kdnyvében.

Nos, a kilonboz6 alkotasok k6zott mindségi kiulonbségek vannak, ezek megitélése id6-
ben, tarsadalmi valtozasokat kovet6en valtozhat, a tudomanyon beliil sincs egzaktul defi-
nidlva, mégis masként itéljuk meg Newton és Einstein teljesitményét, mint sok mas tu-
dosét.

Mindenesetre az eredmény(ek)nek elssorban a minésége, sokszor a varatlansaga, a vi-
lagképet megvaltoztatd jellege emeli géniussza megalkotdjat. Az olyan tudost, aki egész tu-
domanynak vagy tudomanyéagnak, vagy akar egy fontos résztertletnek az alapjait veti meg,
a legtébb esetben zseninek tekintenek, jobb esetben mar sajat kordban, mint Roéntgent
vagy Pasteurt, vagy késébb, mikor felismerik eredménye szikségességét - Bool algebrai
eredményei is kés6bb, a szimunkra fontos szamitégépek matematikai alapjanak a részévé
valtak.

Nos, Neumann teljes tevékenysége soran legaldbb 6t teriileten alkotott maradanddan
Ujat, és ennek alapjan mai (tul)specializ&lodott vildgunkban modern polihisztorként is te-
kinthetjlk, a sejtautomata fogalom megalkotaséval az automataelméleten belil egy Uj vi-
lagot, egy résztudoméanyagat vagy fontosnak és elterjed6nek mindsithetd részteriiletet te-
remtett meg (és ennek alapjén - is - tarthatjuk géniusznak).
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Természetesen nem a semmibdl azért (,,de a semmi helyén”) - az altalanos automatael-
mélet a matematika részeként mar létezett, a szamitdgép létrehozasdban Neumann tarsa-
ival egyltt maga is részt vett és a ,,teremtés” soran, mint latni fogjuk, fontol6ra vette gya-
korlati jellegli modell megalkotasat is az 6nreprodukcidra. Ugyanis az énreprodukcié mo-
dellezésének kérdése sokat foglalkoztatta Neumannt, errél a teriiletr6l indult el a sejtau-
tomata fogalom kialakitasa felé. Anyagi jellegl modelleken gondolkozott példaul, folya-
dékban lebeg6 robotalkatrészekb6l robotok robotokat hogyan allitananak el6, de aztan
sorra elvetette ezeket az otleteket (amelyek altalanositasait is gondolatkisérletekben tar-
gyalja Lem Summa technologiae-ja). Egyes forrasok szerint befolyasolta dontésében
Ulam, lengyel szdrmazasu matematikussal folytatott konzultacio is.

Mindenesetre lesz6gezhetjik, hogy Neumann matematikai modellt alkotott, egy Uj ma-
tematikai részterliletet hozott létre, amely tobbiranyl matematikai vizsgalddas targyava
lett, de éppen ebben az irashan elég részletesen fogjuk fejtegetni, hogy a matematikai sejt-
automata-modell milyen viszonyban all az anyagi val6saggal, milyen értelemben modelle-
zi azt, és ett6l nem teljesen fuggetlentl miért alkalmas nagysebességl szamitdgépek elvi
alapjat is képezni.

Az onreprodukcié modelljéhez talan a sok sejtb6l allg, de eredetileg azonos, egyforma
(mai elnevezéssel) Gssejtbbl kialakithatd sokfunkcios szervezet képe lebeghetett el6tte. A
matematika egyszer(sit6-altalanosito szlr6jeként adddhatott a(z elméleti modellben akar
végtelen) sok egyforma (viszonylag kis) véges automata rendszere, kétdimenzids elrende-
zéshen, talan az agy neuronhéalézatanak példaja sugallta azt az egyszer(sitést, hogy helyiek,
lokalisak legyenek (csak) a kapcsolatok ezek kdzott az elemek/sejtek/automatak kozott. Az
igy kialakulé modell nagyon elegéns is, ez bizonyosan szempont volt Neumann szamara. Na
j6, de ez a modell egyel6re Ures, még akkor is, ha hozzavesszik, hogy alapvet6 mikodésé-
nek szabalyai egyszerlien adodnak: minden sejt/véges automata bemenetén a sajat és szom-
szédai allapotértékei jelennek meg, ezek hatasara a sejtekb6l allo sejttér minden egyes ele-
me egyszerre (parhuzamosan) veszi fel (j értékét. Egy ilyen 1épést szokas billenési 1épésnek
is nevezni, szemléletesen egy allapotmatrix-sorozatot képez a billenések hatésa.

A sok kis automata ebbél a szempontbdl egyetlen nagyobb automataként viselkedik,
matematikai szakkifejezéssel és fliggvénykent torténé felfogasban a lokalis allapotfiigg-
vény, amely minden sejtben azonos, indukal egy globalis allapotfliiggvényt (amely azt adja
meg, hogy egy allapotmatrk egy billenési 1épés soran milyen allapotmatrixba megy at).
Mar ez is rengeteg kés6bbi matematikus feladatot eredményezett - milyen a viszony a lo-
kélis és a globalis allapotatmenet-figgvény kozott.

0

Sty =f (A, B, F,J) az gj érték nem fligg a sajat allapottol
O O 0 vagy & = f(S,A, B, F,J) tipikusabb: az (j érték figg a sajat allapottdl is
Pontosabban a 1épésszam (n) megadasaval :
O 54 =/ (A, fi,F,J,) illete

=f(S.,,A,,.B,..F...J..).

I. abra. Sejtatmenetfliggvény
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“ 1.0 2,0 ~3,0 “ (10 ((:IJ_ ' l,n

i i = hely (sorszam) | = id6 (Iépésszam)

A széleken 1-1 dummy cell-t (Ures vagy alsejtet) tételeznek fel a homogén leirés kedvéért, ezek allapota vagy O,
vagy a killvilég alligabe (sejtprocesszorban ittérkezik a feldolgozandé input).

2. abra.l dimenziés (véges) sejttér mikodése

M M M

Az floddlis atmenetfuggvény (lasd 1 dbra) general (indukal) egy <t-globalis (@llapot) atmenetfiiggvényt Ugy, hogy
minden billenési (&tmenetfiiggvény-végrehajtasi) Iépésben minden egyes sejtben egyidejlileg végrehajtodik az
lokdlis (@llapot) atmenetfiiggvény .

M, M2yooo, MJ , --- a sejtér (sejtmezd) allapotmatrixai.

3. abra. 2 dimenziés véges sejttér:
maétrixsorozat mint globalis &tmenetfliggvény

Vegylk észre, hogy ez a konstrukcidé nagyon szabalyos, rendezett, egyszéval homogén
jellegli - rogzitett a szomszédsag adott szabalyos geometria mellett, azonos az dtmenet-
fuggvény minden sejtben.

De még mindig nem tud semmit, amig konkrét allapotfiiggvényekkel nem dolgozunk.

Neumann, aki a m(szaki életben konstruktérként végzett alkotd munkat, a matematika-
ban is szerette a konstruktiv bizonyitasokat. A sejtautomata felépitése pedig egyenesen ezt
kinalja f6 megoldasként!

Neumann két nagy eredeti, konkrét bizonyitast alkotott meg, egy lokalis allapotfiiggvény
definialasaval és két ,szerkezet”, két kiindulasi részéallapotmatrix megadasaval.

Az egyik ,,szerkezet”, ,konfiguraci6” képes volt dnreprodukciora - természetesen ma-
tematikai értelemben (egészen tag értelemben), ha barmely automata leirdsat megkapta (a
kulvilaghol, illetve behelyezve a sejttérbe), akkor generalta azt a konfiguraciot, amely
ugyanugy ,,viselkedett”, mint a leirds szerinti automata - ha a sajat leirdsat kapta meg, vagy
eleve ,,benne volt”, akkor ,,sajat maga tovabbi példanyat allitotta el6” a sejttérben.

A mésik szerkezettel/konfiguracioval azt bizonyitotta Neumann, hogy a sejtautomata-
rendszer mint automata a fenti m(ikddési szabalyokkal univerzlis, azaz mindent ki tud
szadmitani, abban az értelemben, ahogy az &ltalanos kiszamithat6sagot a Turing-géppel
reprezentaljdk (mert arrdl bizonyitottak, hogy ekvivalens azzal), mert ez a mésodik konfi-
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guracid Turing-gépet modellezett a sejtautomataban (mdszaki terlileten szimulaciorol,
emulaciérél beszélunk hasonld értelemben, hétkdznapi nyelven szélva: ugyanlgy viselke-
dik, ugyanazt tudja csinalni).

Neumann konkrét 29 allapotu atmenetfliggvénye nagyon bonyolult volt (masok szama-
ra), a konstruktiv bizonyitasok is nehezek, és nem is voltak teljesek viszonylag korai hala-
la miatt.

Neumannrél mint emberrdl sok mindent irtak mar, itt csak annyit szeretnék megemlite-
ni, hogy nevét legszivesebben John von Neumann forméban hasznalta, biiszke volt csalad-
ja baroi cimére és nagyra értékelte befogadd/fogadott hazajat is, nevében is kifejezve eze-
ket a kot6déseit. Matematikus és konstruktér volt, de ne gondoljanak szobatuddsra, az al-
kalmazasok, amelyek szaméra alapot teremtett, vagy amelyeken maga is dolgozott, mar
utalnak erre, de kellemes tarsasagi ember is volt, anekdotéival, sziporkazo beszédstilusa-
val sok tarsasagot haditott meg. Ertékes képessége volt - a matematikusokra kdzhelysze-
ren nem jellemz6 - fejszdmoloi tudésa.

A sejtautomata mint az anyagi vilag folyamatainak modellje

Neumann megalkotta a sejtautomata fogalmat dnreprodukciés modell 1étrehozéséhoz,
egyben konstruktiv matematikai bizonyitassal univerzalitaséra is ramutatott.

Azonnal adodtak matematikai vizsgalodasi terlletek a matematikanak ebben az Uj feje-
zetében - utaltam a lokalis és globalis atmenetfliggvények kdzotti 6sszefliggések vizsgalaté-
ra, amelyeket ugyan nem fogok részletezni (késébb a sejtautomatdk meglepd globalis tulaj-
donségairdl viszont egy alfejezet fog teljesebb képet adni), de a most kovetkez6 sorok alap-
vetéen ennek az 0sszefiiggésnek az anyagi vilagban val6 megjelenését fogjak targyalni.

Ez is arra mutat ra, hogy hol a valdsag absztrahalasabol (altalanositasbol, attél valo el-
vonatkoztatasbol), hol a matematika egyes agaihoz tartozo ,,uresnek tin6” énmagukban
zart rendszerek létrehozasuk utan ,,0j életet kezdenek €éIni” sokszor, az elmélet szintjén is
béviilnek, vagy felhasznéalhatdk az anyagi vildg modellezésére, alkalmazasok kezelésére,
feladatok megoldasara.

Mit is jelent a sejtautomata fogalom az anyagi vilagban? Ml felel meg ennek a fogalom-
nak?

Elég konny( rajonni - azok a folyamatok, ahol a helyi, lokalis térténések szabalyai ha-
tarozzak meg a teljes folyamat lezajlasat. Akar szinte minden folyamatot felfoghatunk
ilyennek, az anyag kilénbdz6 mozgésformaitdl kezdve a tarsadalmi folyamatokig. Ez nem
is olyan meglepd, hiszen a véges automata fogalmardél is elmondhaté hasonlé allitas, a sejt-
automata pedig ezekbdl all, nagyon szabalyos szerkezetben egy nagyobb automataként is
értelmezhet6en. Persze az ilyen &ltalanos kijelentések még nem feltétleniil tesznek lehetd-
vé felhasznéalhatosagot is. Tehat keressunk specialis teriileteket - igen szerencsésnek
mondhatd példaul a folyadékok aramlasa vagy a gazokra vonatkozo torvényszeriiségek le-
frasa.

Ezeknél valdban a szabalyosan leirhat6 helyi, lokalis folyamatok generaljak, indukaljak
a teljes mozgasfolyamatot. Szokvanyos leirasuk differencia-, majd differencialegyenletek
formajaban tortént, képlet jellegl matematikai megoldassal. Majd a numerikus matemati-
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kaban megjelent a grid (némi egyszer(sitéssel hald, négyzetraes) fogalma, és az ezen tor-
ténd szamitasi eljardsokkal torténd megoldas. Vegyuk azonban észre, hogy a grid szinte
sejtautomata, legalabbis elrendezését tekintve - ha pedig azt nézziik, hogy minden pontja-
ban azonos algoritmust kell végrehajtani, akkor mar tényleg nyugodtan allithatjuk, hogy a
sejtautomata természetes modellje ezeknek a feladatoknak, a bevezet§6 mondatra vissza-
pillantva egyéltalan nem meglep6 mddon. Természetesen ez sem rengeti meg a vilagot
még gyakorlati szempontbdl, mert ha a sejtautomata modellel akarndnk megoldani ezeket
a feladatokat, ugyancsak lassan menne a dolog.

De maris van egy indokunk sejtautomata felépités( szamitdgép készitésére és hasznéala-
tara, mert a teljesitmény dramaian megvaltozik, ha a gridet hardverben megépitett, 6nma-
gukban is nagy teljesitmény( és nagyszamu (tbbezer - tobbmillid) sejt/nanoprocesszor
hajtja végre.

Egy nagyszamu sejtet tartalmazé sejttérb6l mint f6 miiveletvégz6 elembdl és egyéb kom-
ponensekbdl all6 rendszert a tovabbiakban sejtprocesszornak nevezem.

Kezdhettem volna persze egy joval egyszer(ibb feladat, a bilidrdozas sejtes megoldasa-
val is, de annak mind fontossaga, mind sorosabb jellegl végrehajtdsa miatt - szemléletes-
sége ellenére - kevésbé hatékony a megoldasa, kevésbé fajsulyos a bemutatasa.

Térjunk &t a valodi vildg egy mésik fontos szegmensére, a latasra és ennek a digitalis sza-
mitogépekhez kapcsolodd feladataira, amit digitalis szdmitogépeken képfeldolgozasnak
neveznek. Mi ennek a f6 jellemz6je? Kilondsen a kép eléfeldolgozasi feladatokon, de sok
képtranszformacids feladaton és egyéb képfeldolgozasi miveleteknél is jellemzd a nagy-
szamu képponton vagy egyéb képleir6 objektumon (példaul vektorokon) végrehajtando
nagyszamu azonos mdvelet. Ismét ott tartunk, hogy a feladat anyagi vilagbeli természete
miatt sejtautomataval természetes mdédon modellezhet6 egy feladat. Ez val6szindisiti nagy-
sebességli sejtprocesszorral torténé megoldhatdsagat (késébb latni fogjuk, hogy ez nem
feltétlenlll kozvetlenll egy képnek a beultetésével torténik, de mindenképpen a feladat
természetéhez igazodé modon és sokkal hatékonyabban, mint egy hagyomanyos, akar szu-
perszamitogépen, vagy - a majd a hardverr6l szord részben targyalt altalanos vektorpro-
cesszorokkal, mivel a sejtprocesszor specidlis vektorprocesszornak is tekinthet6).

1. Neumann elméleti kdvetbi

Neumann zsenidlis, de elég bonyolult konstrukciojat, befejezetlen kézirata alapjan
Burks rendezte sajté ala (szinte Ujjairva, részben feltaldlva egyes részeket), és ez az alapve-
t6 munka sokak érdekl6dését keltette fel, hiszen egy Uj, tovabbi felfedezésekre csabitd vi-
lagot tart fel.

A sokfelé eldgaz6 elméleti munkak kozil itt négy irdnyt emelek ki:

- Neumann viszonylag bonyolult konstrukcidjanak egyszer(sitése;

- kulénbdz6 paraméterekkel (szomszédok szama, allapotok sz&ma stb.) rendelkez6

sejtautomaték viszonyanak, kilondsen egyenérték(iségliknek (ekvivalencigjuknak) a
vizsgalata;
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olyan érdekes feladatok megoldasa, amelyek latszdlag csak kozponti vezérléssel hajt-
hatdk végre, de lokalis, parhuzamos megoldasuk is feltalalhato/kidolgozhatd;
matematikai értelemben vett egyszer(i dnreprodukci6 igen egyszeri (kis allapotsza-
mu/szomszédsagszamu, egyszer(i atmenetfliggvény() sejtautomatakkal.

Neumann konstrukcidjanak egyszerd(isitése

E. F. Codd nevéhez fliz6dik a viszonylag bonyolult neumanni konstrukcié egyszer(sité-
se, érthet6bbé és atlathatobba tétele.

Codd minddssze nyolc allapottal és négy szomszédsejttel és (emiatt is)
,»olvashatobb’Vérthetébb atmenetfiiggvénnyel oldotta meg mind a Turing-gép modellezé-
sét (,,szimulacidjat™), mind az 6nreprodukcios feladatot. Hallatlan tomoérségld monogréafi-
ajanak ez még igy is csak a kisebb részét alkotja.

Kulénbodz6 sejtautomatak viszonyanak vizsgalata

Codd volt az (is), aki megvetette - konkrét vizsgalatokkal - ennek a sejtautomata-kuta-
tasi agnak az alapjait monogréafiaja masik részében, kiemelem a kiilénb6z6 sejtautomatak
ekvivalenciajanak vizsgalatait.

Erdekes eredmény, hogy a négyallapoti nyolcszomszédos sejtautomatak ekvivalensek a
coddi sejtautomataval, tehat az allapotszam és a szomszédsagszam bizonyos mértékig ,,pé-
tolhatja” egymast. Ezek a vizsgalatok feleslegessé tehetik és teszik is ugyanazoknak a fel-
adatoknak a vizsgalatat killénbdz6 sejtautomatakban, egyben lehetévé teszik az egyes fel-
adatoknak abban a sejtautomataban tortén6 bemutatésat, ahol az a legelegansabb, legat-
tekinthet6bb.

Banks kétallapotl sejtautomaték ekvivalencidjat mutatta be nagyobb szomszédsagsza-
mu sejtautomatékkal, igazolva, hogy még a legkisebb allapotszamu sejtautomatak is uni-
verzélisak (persze modellezési er6/szdmitési teljesitmény sincs ingyen, tobb Iépéssel (id6-
vel), tobb sejttel kell ,fizetni” - amikor mar hardver realizalasban gondolkodunk, akkor a
klasszikus trade-ojfe\v alapjan vélasztunk).

Sejtautomata megoldasok
kdzponti vezérlési jellegl feladatokra

Akar szlikebb értelemben vett elméleti matematizalasrdl is beszélhetnénk ezekkel a fel-
adatokkal kapcsolatban, de mégis jelentések - mutatjdk a sejtautomata szervezés/,kon-
strukci@” erejét, lehetdségeit, tilmenden azon a lehet6ségen, hogy a sejtautomata a vildg
jelent6s szamu jelenségének lehet a modellje (mindez azért fontos, mert mind a jelenségek
természetének feltarasat, mind szamitdégépes szimulacidjuk, az adott esetben kiléndsen
sejtprocesszoron torténé nagysebességli szimulaciojukat teszi lehetévé).
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Egy feladatosztalyt emelek ki a sok koziil - a szinkronizalasi problémakat.

A sejtautomata-elméletben megszokott végtelen szamu sejt szerepel itt is, azonban nagy
(de véges) szamu sejt esetén is fogos problémardl van szé. Tehat a csak szomszédaikkal
»erintkez6”/kommunikalo sejteknek hogyan legyen ,,6rajuk”, hogyan miikodjenek egyditt -
egy rendszerben ehhez valamilyen szinkronizalasra van szikség. Egy ilyen leegyszer(sitett,
de nem koénnyen megoldhat6 feladat a sortliz (firing squad) probléma.

Maradjunk egydimenzids sejtautomatanal, legyen a linearisan elhelyezkedd sejtek
mindegyikének két (a jobb és a bal oldali) szomszédja. A sortliznek az felel meg, ha egy
Ures vagy akar tetszéleges kezdeti allapotb6l valahanyadik 1épésre minden sejt egy kijel6lt
kilonleges T(Gz!) allapotba megy &t - természetesen -, Ugy, hogy el6z6leg egyikiik sem ve-
szi fel ezt az allapotot.

Nos, véges sejttérben miikddne egy olyan megoldas, hogy a sejtekben lenne egy szamla-
16 (ez sejtautomata - rész-atmenetfiggveny segitségével megoldhatd), mondjuk ajobbszél-
s sejt kezdeti allapotaba bekodolnank az dsszes sejt szamat, az 4tmenetfliggvény tovabbi
részét pedig Ugy konstrualnank meg, hogy minden sejt eggyel kisebb szamot adjon at a
szomszédjanak, a szdmlalok csokkend maddon ,,lefelé” szdmoljanak (countdown szdmlalo),
és amikor a O-t elérik, akkor menjenek &t T allapotba.

Végtelen térben ez mar igy nem megy, ott kiilénleges ,,interferalé” hullamokat kell in-
ditani, és azok kdlcs6nhatasa vezet a szinkronizalashoz. Akit érdekel, probalja meg megol-
dani a feladatot, vagy utdnanézni a teljes megoldasnak a szakirodalomban.

Egy masik ilyen feladat az Early Bird-probléma, ahol egy kitlintetett (,,madar”) allapo-
tot vesz fel idénként (a kulvilaghdl - az ebben az esetben szintén egydimenziés sejtauto-
mata peremén megjelend érték hatasara) egy-egy sejt. Maga a feladat arrdl szdl, hogy a
sejtautomata tudja megkulonboztetni a korabban érkezett madara(ka)t és a késébben
érkezett(ek)et ,,6lje meg”, azaz egyetlen ,,madar” allapotd, ,.a legrégebben/legkordbban
érkezett madarat” szimbolizalo sejt legyen csak egy id6 utan a sejtautomataban. Nos, szi-
lettek erre is tobb ezer allapoti megoldasok a sortliz problémahoz hasonld hullamok ge-
neralasaval, de sikeriilt a gyakorlati célt rendez6, 6sszeadd, szorzo sth. sejtalgoritmusok ké-
szitése soran kiérlelt optimalizalasi technikak, vagy egyszer(ien csak tapasztalat alapjan az
alabbi otletet kidolgoznom: minddssze 5 (6t) allapotu sejtautomatara van sziikség (1): ,,ma-
dar” allapot természetesen, ,,jobb toll”, ,,bal toll”, ,,semleges” és mar ezekkel el lehet ma-
gyarazni a megoldas Iényegét: a madar minden lépésben , kibocsat” egy jobb széarnyat és
egy bal szarnyat - igy minden lépésben ,.egyre hosszabb szarnyai” lesznek, tulajdonképpen
ezzel lesz ,,er6sebb” a kés6bb érkez6knél; ha kdzben érkezik egy Ujabb madér, az is hason-
I6képpen jar el, és amikor talalkozik - egyméas mellé ér - egy bal sz&rny és egy jobb szarny,
akkor annihilaljak, megsemmisitik egymast, ha egy jobb szarny vagy bal szarny madar mel-
1é érkezik, akkor annihilalja, semleges llapotta alakitja at - igy a hosszabb sz&rnyd madar
,9y6z”. Ez természetesen csak a lényege, a vaza a megoldasnak, a preciz bizonyitashoz a
részletek kidolgozasa és teljes indukcio jellegl gondolatmenet is szilkséges, hiszen példa-
ul az els6 és a masodik madar kodzé is érkezhet madar stb. Sziikséges még természetesen
egy Otodik, ,,semleges”, ,térkitolt6™ allapot is.
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Ml, Mj, -.,-nekegyarant az M allapot felel
meg, csak a szemléletesség kedvéért jeloltik
gy

M M JJ 0
0. Iépés 1 lépés 2. lépés
az els6 madar alkalmazott szabaly ___amasodik madar érkezése
(az Early bird érkezése) o 00 "BM BO/ -B 0/

MOO ~MOV/

BBBW(l)JJJB/W,Z)JOO

3. Iépés 4. 1épés
BMJJ
6. Iépés 1. Iépés
és megsemmisult
JM;Z JJ a késébb érkezett madar

0 . semleges allapot A szabalyoknak csak egy (kis) része
M - madar szerepel itt, nem klasszikus formaban @s).
J - jobbhullam
B -  bal hullam

4. &bra. Az Early bird probléma megoldasanak a Iényege a m(ikodés egy részének bemutatasaval

Kival6 matematikus bardtom, Katona Endre dolgozta ki a preciz bizonyitast. Engem
még izgatott a probléma folytatasa, altalanositasa, és . dimenziora is adtam egy 6tletnél
tobb, de szintén vazlatszer( megoldast, ami az el6z6hdz hasonldan kerdlt teljes kidolgozas-
ra. Akinek van kedve, gondolkodjon el a 2, esetleg a tobb dimenzidra torténd megoldas Ié-
nyegén!

A torténethez még hozzatartozik, hogy egy német sejtautomata-kutatd részletes, eset-
szétvalaszto jellegli bizonyitast dolgozott ki arra, hogy négy allapottal mar biztosan nem le-
het megoldani a problémat. A matematikusok szamara igy kerek, lezarhaté a vizsgalodas
- legalabbis addig, amig egy Ujabb matematikus el6 nem all egy kapcsol6dé Gjabb problé-
maval - Vollmar professzor tréfas, de sok igazsdgot magaban rejt6 matematikusdefinicié-
ja szerint:

A matematikusok els@sorban problémacsinalé emberek, de elébb-utébb valamelyikiik
meg is oldja a problémat, mert problémamegoldék is.
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Egyszer( onreprodukcio sejtautomatékkal

Természetesen ebben az esetben is matematikai értelemben vett dnreprodukciorol lesz
sz0, az egyszer(iseéget az jelenti, hogy itt nem is teljes sejtszerkezetek vagy véges automaték
belltetésérél, szimulacidjardl lesz sz6, hanem ,,csak” alakzatok (allapotmatrixok) tébbszo-
rozésérdl, a legegyszerlibb esetben pedig arrél, hogy egyetlen (azonos) allapotu sejtek ma-
radnak csak a sejtautomataban (,,kihalas” vagy pedig egy vagy tébb més allapot is fennma-
rad egyaltalan).

Két példat fogok bemutatni: Conway hires Game of Life (Eletjaték) atmenetfiggvényét
és a Lindenmayer-itig'g"ényX.

Az életjaték esetében tulajdonképpen fiiggvénycsaladrol kellene beszélni, mert a l1énye-
get néhany egyszer( szabaly képezi, amelyek alapjan sokféle konkrét atmenetfiiggvény
konstrualhato.

Az alapgondolat az evollcid egyes kiragadott elemeinek/alapszabalyainak megvaldsita-
sa sejtautomataval, nevezetesen az életben maradasnak a populécio terileti sdrliségével
valo Osszefliggésének a leképezésével. Ha tal siirl a populacid (,,sokan vannak”), akkor
nincs elegendd élelem a populacio6 tagjainak: sok vagy akar az 6sszes tagnak el kell pusz-
tulnia (vegul), ha viszont nagyon ritka a populacié (,,kevesen vannak™), akkor nem tud sza-
porodni a populaci6 (itt nyilvan az ivaros szaporodas a modell), és kihal. A konkrét al-
lapotfliggvények esetén ezek a nagyon egyszerinek, szinte primitivnek latsz6 alapsza-
balyok - akar kétallapoti sejtekb6l allé sejtautomatak esetén is elég bonyolult ,viselke-
dést”, allapotmatrix/alakzat sorozatokat eredményeznek.

A populéacio(k) tagjainak adott allapot, az Ures térnek egy Kitlintetett allapot felel meg
értelemszerden.

Mar az els6 feltétel esetén is észrevehetd, hogy a tal sir populacio ,ritkitasat” el6ird
szabaly nem sziikségszer(ien vezet kihalashoz, kisebb sdrliség mellett stabilizalédhat, vagy
Gjra ndvekedésnek indulhat a populaci6. Valdban, a gyorsan fellangold, majd kisebb-na-
gyobb ingadozasokkal mindmaig tartd életjaték-atmenetfliggvény konstrualasi laz (még di-
jakat is kitliztek, példaul végtelen névekedést eredményezd atmenetfliggvény-kezddal-
lapotmatrix parra) mar a legelején azt bizonyitotta, hogy egyes fliggvények kihalast ered-
ményeznek, masok ,,befagynak”, ,,helyben jarnak” vagy Ugyis megfogalmaztak, hogy ,.egy
Iépésben oszcillalnak”. Vannak tébb [épésben oszcillalo, ,,ciklizal6” esetek is, a végtelen
ndvekedeésre az egyik hiressé valt példa az ,,agy0”, amely néhéany lépésenként , kil6tt” egy
,golyot”, és ezt a végtelenségig folytatta.

Az olvasé figyelmébe ajanlom, hogy kénny( és nagyon szorakoztaté ilyen fliggvényeket
programozni, életjatékot szimulalni. Aki erre valamiért nem adja ra a fejét, annak a sokfé-
le szimulator koziil az egyik modern, PC-ken futo kifejezetten életjaték-szimulatort, Mirek
Celebration-jét (megtalalhat6 a Neten, letélthetd) ajanlom kiprobalasra (egyszer(en - is -
hasznalatba vehet6, kész fliggvényekkel, de gazdag eszkoztarat kinal annak, aki hajlando
beletanulni egy kicsit és izgalmasabb szimulacidkat futtatni, vagy éppen Kifejezett jatékot
csinalni bel6le egy vagy tobb jatékos szamara.

A Lindenmayer-iliggvény els6 ranézésre egy igen egyszer(, jél ismert alapfiiggvény: a
szumma modul6 2 fliggvény (értelemszerlien kétallapoti sejtekbdl allé sejtautomataban).
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De mit tud mlvelni ez az egyszer(i fuggvény egy sejtautomataban, ahol sok vagy végtelen
sok ,,példanyban” ,,fut” - az mar elég meglepének bizonyul.

Némi gondolkozés utan adddnak altalanositasok és variaciok a hagyomanyos sejtauto-
matak korében is, nagyobb allapotszdmra kiterjeszteni szorzattérként (ekkor az egyes sej-
tek allapotbitjei altal alkotott bitmatrixokra vonatkozik az alapfiiggvény), vagy szumma
modulo N fuggvény alkalmazasa N allapot( sejtekb6l allé sejtautomataban.

Visszatérve az alapvaltozatra - legyen az allapotfiiggvény a négy szomszéd szumma
moduld 2 érték(e), tehat csak a négy szomszédtdl fugg az Uj érték. ,,Rajzoljunk be” a 0 al-
lapotu sejtekbél all6 sejtautomatédba egy kis, 4 darab 1 allapota sejtbdl allé rombuszt.

4 (billenési) Iépés mulva 4 darab rombuszt fogunk latni! Egyes 2 hatvany Iépésekben pe-
dig tovabbi hasonl6 aranyu ,,szaporodast” fogunk latni (azért nem minden 2 hatvany lépés-
ben, mert a rombuszok kézoétt ,,nincs mindig elég hely” - ez tavoli analdgia csak az életja-
ték-fliggvénnyel).

S"=S@A@QF@B@J
. = 2 hatvany lépésekben

5 &bra. Egyszer( onreprodukci6 a Lindermayer-fliggvénnyel (2 allapotu sejtek)

Végtelen sejtautomataban ez végtelen ,,szaporodashoz” vezet, véges sejtautomata ese-
tében pedig az allapotmétrix méretétdl is figg, mi torténik - 2 hatvany méretl négyzet gy
fog ciklizalni, hogy visszatér a kezdéallapothoz! Egyéb méretek mellett szabélytalanabb vi-
selkedést mutat a sejtautomata, a ,,szélekhez érkez6” ,,utédokbol” ,,mutacidk”, ,torzszi-
Iottek™ alakul(hat)nak ki.

Erdekes eredményekhez vezet, ha a sejtmatrixban a szomszédsagot toriszként definial-
juk, azaz a felsd sejtsor egyik szomszédait az alsé sejtsor - és viszont - alkotja, és ugyanez



Neumann mint a sejtautomata megalkotdja,, 217

torténik a bal oldali és a jobb oldali sejtoszloppal. Lényegében révidebb ciklusok alakul-
nak ki.

A sejtautomata valtozatossaganak kimeritésétdl azonban messze vagyunk, az egyszeri
alap ellenére! A fentiek alapjan el is lehet ,jatszani” egy darabig a felsorolt véltozatokkal,
illetve mas és mas kezd6allapot alakzat, szomszédsag valasztasaval (pl. a sajat allapot is
szamitson bele a fliggvényértékbe! Mi fog torténni?).

De igazi jatékot is lehet jatszani sokféleképpen, pl. 2 jatékos kiillonb6z§ alakzatokat he-
lyez (,,rajzol”) be a térbe, és ezek ,,harcolni” fognak egymassal, kézos ,,utddaik”, mutacio-
ik keletkeznek.

Kilonb6z8 konkrét jatékszabalyok alkothatéak - pl. befejezés elddntése lépésszam,
vagy egyik fél alakzatanak teljes eltlinése, vagy a két alakzat kdzotti arany jelent6s eltolo-
désa esetére; megadott idépontokban ,tartalék alakzatok” behelyezhetGsége - egyfajta
sejtautomata go-szer( jaték johet létre.

Még mindig nincs vége, s6t most jon a java talan. Nem lebecslilve a matematikai konst-
ruktiv vizsgalodast, a jatékot (amely az egyik legkomolyabb dolog a vilagon, egyben maris
egy alkalmazas) éles, gyakorlati célt alkalmazas is kihozhat6 ebb6l az egyszer(i sejtautoma-
taalapbol.

Kés6bb keriil részletesebben bevezetésre a térben-idében valtozé atmenetfiiggvénydi
sejtautomata fogalma - gyakorlati okokbdl (mivel a homogén sejtautomatak programoz-
hatosaga igen nehéz, hatékonyan pedig szinte lehetetlen). Ez a fogalom, illetve altalanosi-
tas segit itt is, mar egydimenziods, de kilondsen kétdimenzids, a szumma modulé 2 fligg-
vényhez hasonl6 egyszer(i tovabbi fiiggvények alkalmazasaval (térben inhomogén sejtauto-
mata esetén az egyes sejtekhez 1-1 meghatarozott allapotfliggvény tartozik; idében inho-
mogeén esetben pedig ez a hozzarendelés id6ben valtozik) kédolas-dekddolas, tehat nagy-
sebességUi titkositas végezhetd, egyéb sejtautomata tulajdonsagok - pl. a fentebb emlitett
ciklizalas - segitségével veszteségmentes tomarités is végrehajthato!

2. Neumann sejtautomatajanak gyakorlati kovetdi
Sejtautomata szamitogép, emulator, sejtprocesszor
létrehozéasa és alkalmazéasa

Az elsd hazai kezdeményezés: a Codd-ICRA sejt
és sejtautomata

Fay Gyula elévilhetetlen (hazai) érdeme, hogy a sejtautomata neumanni fogalmat meg-
ismertette a hazai elméleti és gyakorlati szakemberekkel szeminariumok és kis sorozatban
terjesztett kéziratok formajaban, majd Codd munkéssagat is bemutatta, és ennek alapjan
miszaki konstrukcidt is javasolt, felismerve, hogy a sejtautomata alkalmas nagysebességui,
nagyfokd parhuzamos m(ikddésl programozhatd szamitogép konstrukcidjanak alapjaul.
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Ehhez kisebb-nagyobb mddositasokkal atvette a Codd-sejtet és a homogén felépitési
sejttér elvét, valamint a neumanni, illetve a coddi sejt ,,programozasanak” alapvetd foga-
sait.

Ezek azonban alapvet6en konstruktiv matematikai bizonyitasok céljat szolgaltdk, a ha-
tékonysag kérdése igazabdl fel sem mertlt (kés6bb tébb elméleti vizsgalat foglalkozott a
méar emlitett ekvivalencia kérdéseken Kkiviil egyes feladatok megoldasanak Iépésszam
(,id6™) igényével kiillonbozé sejtautomatak esetén).

A sejtautomata-atmenetfliggvény jelentds részét lefoglalta a kezdeti ,,programbetdltés”,
azaz olyan kezdeti allapotmatrix betdltése a sejttér szélerdl, amely azutan feldolgozza a
szintén a szélr6l érkez6 adatokat. Ezen kés6bb ,,dummy cell”-ek, egyszerdsitett szélsejtek
alkalmazasaval javitottak. Lathatjuk, hogy megjelent, ha csak minimalis mértékben is az in-
homogenitas fogalma és a késébbiekben is altalanosan hasznalt elv, az adatok szélrél tor-
ténd betdltése és a sejttéren keresztul athaladva torténd feldolgozésa.

Ezt az elvet a kisebb méretli sejtprocesszorokndl szinte kételez alkalmazni, nagyobb
méretli sejttereknél mar célszeri meghaladni és biztositani a sejttér belsejébe torténé
adatkuldést is, ami elméleti szempontbdl inhomogén statikus vagy inhomogén véltozd
szomszédsagot is jelenthet.

Muiszaki szempontbdl a - matematikai oldalr6l nézve ideélis - Codd-sejt elviselhetetle-
nll nagy, mérete meghaladja egy 4 bites mikroprocesszor méretét.

Programozasa az egyforma, azonos allapotfiiggvény( sejtek, a sejttér totalisan homogén
volta miatt rendkivil gazdasagtalan, egyszer(i miiveletek elvégzéséhez is igen sok ilyen
nagymeéret(i sejt szlikséges.

Rendkivil 6tletdus megoldasok szilettek, a késébbi sejtprogramozas csirai is, de talan
elég lesz egyetlen példat emliteni - a rendezést (szortolast): a rendezend6 anyag minden
egyes bitjének feldolgozashoz egy 40x50 Codd-ICRA sejtbdl allé konfiguracié (allapot-
matrix) volt sziikséges (a felhasznaland6 hardver mennyisége 1 kisméret(i sejtre csokkent-
het6 a kés6bbi térben-id6ben inhomogeén, kisméretl, optimalizalt atmenetfiiggvényl sej-
teket tartalmazé sejtprocesszorokban és a végrehajtasi idg is jelent6sen csokken, igy tébb
nagysagrenddel jobb eredmény érhetd el).

Osszefoglalva azt mondhatjuk, hogy a hazai bevezetés, a miiszaki felhasznalas 6tletében
Uttéré munka volt a Codd-ICRA projekt, azonban tanulsagos abbdl a szemponthdl, hogy
egy matematikai konstrukcidt nem trivialis hatékony mlszaki megoldéssa alakitani at, bar-
milyen remek nyersanyag is.

Toffoli sejtautomata emulétorrendszere

Tommaso Toffoli a rémai IAC (Istituto per le Applicazioni del Calcolo - a szamitogé-
pek alkalmazésaval foglalkoz0) intézetnél fizikusként kezdett érdeklddni a sejtautomaték
irdnt, mint ahogy mar fejtegettem el6z6leg is a lehet6séget, fizikai jelenségek modellezé-
séhez. Csakhogy a sejtautomatéak szimulécidja igen lassu, a fizikai jelenségek meg elég na-
gyok voltak. igy aztan Toffoli programozhaté célhardver, emulacié mellett dontott.

Miel6tt ennek a bemutatasara ratérnék, megemlitem, hogy vizsgalatai soran tébb mate-
matikai, sejtautomata-elméleti eredményre is jutott, amelyek kozil legalabb egyet érdé-
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mes kozelebbrdl is szemiigyre venniink. A fizikai folyamatok megfordithatésaga igen fon-
tos kérdés a fizikan belll, de filozofiai és szamitastechnikai vetiletei is vannak, ez utobbi-
ak példaul programok teszteléséhez, ,,belovéséhez” is fontosak. Ez az els§ ranézésre nem
tal bonyolultnak latszo6 feladat utasitasszinten gyakorlatilag megoldhatatlan a belsd prog-
ramozasu, szekvencidlis gépeken beliil, legaldbbis utasitasszinten, kiléndsen a felulirt ada-
tok miatt, de a vezérlés jellege miatt is (egy interpreter jellegli megoldas pedig igen nagy
id6veszteséget okozna). Az igényeket elérhet6 mértékl raforditassal kielégité megoldas
azért létezik, backtrack (,,visszatekerés”) formaban, ez Iényegében idénkeénti teljes prog-
ram és adatéallapot-mentést jelent.

Visszatérve a fizikai gondolkodasmodra, a folyamatok megfordithatésaga az idé folya-
sanak megforditasaval lehet egyenértékii adott peremfeltételek mellett, igy valéban kardi-
nalis, kozponti kérdés. A sejtautomata-rendszereken belll tobbféle lehet6ség is kinalkozik,
és Toffoli ezek koziil egy univerzalisat ragadott meg és bizonyitott, nevezetesen azt, hogy
minden sejtautomatahoz talalhaté/konstrualhat6 egy eggyel nagyobb dimenziészam( sejt-
automata, amelyhez van inverz atmenetfliggvény is, amelynek végrehajtasaval a sejtauto-
mata mintegy ,visszafelé megy/mikédik”, azaz a lokalis atmenetfliggvény altal indukalt
globalis fuiggvény inverz globalis fliggvénye szerint az allapotmatrix-sorozat forditott sor-
rendben valtozik.

Az univerzalis szamitdgépen egyetlen sejt ,,billenésének”, egyetlen allapotatmenetének
szamitasa is tobb logikai és/vagy aritmetikai, illetve cimszamitasi mlivelet végrehajtasat
igényli, ami tobblépésnyi gépi ciklusidét vesz igénybe. Ennek hardvergyorsitasa is f6leg
ezen eszkdzok kozll vald valasztassal torténhet. Mivel az aritmetikai miveletek nagyobb
hardvert és tobb végrehajtasi id6t igényelnek, maradnak a logikai mveletek, vagy az &t-
menetfliggvény kimené értékének memdriaban tortén6 elhelyezése (gy, hogy a szomszé-
dos sejtek (esetenként ezek kozé beleértve a sajat sejt) allapotértékét egyittesen cimzésre
hasznaljuk fel, igy killénb6z6 szomszédsdgoknak més-mas cim és azon a cimen 1évg alla-
potérték olvashatd ki.

vagy
SABFJ 5,,,= 16% 5,+ 8% 4% _+2% .
(cim)

2 allapotu sejt esetén ez csak egy 32 bites meméria (de még ez is re-
SA B,F J 3 dundans) -
egymas utan A jobban programozhaté 16 allapoti sejtek esetén mar
irésaal.

4 Mbit lenne ateljes allgpottébla.
Hardverben ez

cimregiszterbe irést
Jelent.

6. dbra. Toffoli sejtautomata-emuléatorrendszere
(allapot) atmenetfiggvénytabla (memoéria) 2 dimenziés sejttérhez
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Toffoli, aki ekkor méar az MIT-en dolgozott, ez utébbi megoldast valasztotta (mivel tet-
sz6leges allapotatmenet-fiiggvény programozhatd megoldasa univerzalis kapuaramkorok-
kel lehetséges ugyan, de alkatrészszdmban és a vezérlés viszonylagos bonyolultsaga miatt
egy sejt esetén ez nem versenyképes megoldas - nagy sejtmezé esetén alternativat jelent,
ahogy az SPI sejtprocesszornal konkrétan kidolgozott megoldas is mutatja majd a késéb-
bi targyalas soran).

Toffoli memdriabazisti emulatoraban egy memoria egy teljes atmenetfiiggvényt tartal-
mazott, igy a szomszédsag kimenete - némi egyszer(sitéssel, mert azért szinkron aramkaor-
rél van sz6 - egyszeriien odahuzalozhat6 volt a memoria bemeneteire, és a kimeneten je-
lent meg az el6re betdltott fliggvényérték. Természetesen gondoskodni kellett a kezdeti
betdltésrol, a sejtallapotmatrix elemeinek oda- és visszajuttatasarol és a miikddés szinkro-
nitasarél, mindez viszonylag kevés hardver/szoftver raforditds mellett - a CAM”, majd a
CAM-6, illetve a CAM-8 egy PC-kartya forméajaban lett realizalva és legalabb két nagy-
sagrendnyi gyorsitast eredményezett a végrehajtas soran.

Képzeljik el a gyorsitast, ha sok sejt lenne hardverben realizalva!

Vagy akéar az egész sejtmez6, vagy legalabbis egy jelentds része!

Tobb tizezer vagy tobb millié sejt dolgozna egyidejlileg egy feladaton!

Ez azonban szinte megoldhatatlan a Toffoli-sejt ehhez a célhoz képest nagy mérete
miatt.

A Toffoli-sejt elemzése nagyméretl sejtmez6k megvaldsitasa
szempontjabol

Amellett, ha figyelmesebben megvizsgaljuk a konstrukciét, késébbi munkéank szempont-
jabol szerencsés dolgot figyelhetiink meg - ez a megoldas mar matematikai értelemben is
gazdasagtalan.

A teljes atmenetfliggvény tarolasa felesleges, mert redundans! Négyszer-6tszor annyi
bemend (cim)bittel rendelkezik, mint ahény bitbél all a kimenete. Ha faként fogjuk fel az
atmenetfiiggvényt, amelynek levelein az (j allapotértékek vannak, akkor grafelméleti ol-
dalrél is adddik a redundancia, a méretének csokkentbetdsége.

TRANSCELL fuggvényleird és optimalizalo szoftveriinkkel logikai mlveletekkel meg-
adva atmenetfliiggvényeket optimalizaltunk, és a végs6 szakaszban optimalizalt memdria-
tartalomma alakitottuk. 1-2 nagysagrenddel (1) kisebb memdriaigény adddik, természete-
sen némi cimszamitasi veszteség aran, amit azonban (fix) célhardver végez el, és ennek mé-
rete és végrehajtasi ideje elhanyagolhat6 a nyereséghez képest.

Mivel kés6bbi sejtprogramozasi tapasztalataink azt is megmutattak, hogy a teljes szom-
szédsdg, illetve valamennyi bitjére nincs sziikség a bemeneti oldalon, a gyakorlatban is ver-
senyképes alternativat dolgoztunk ki memoriabazisu sejtekbdl allé sejtmez6k tervezésére
és épitésére. A konkrét technoldgiai peremfeltételek és a felhasznalas igényei szerinti sejt-
mez6 méret dontheti el, hogy memoriabazisi (mint az M1 és az X1 sejtprocesszor) vagy
kozpontositott atmenetfiiggvényld mikroprogramozott jellegl (mint az SPP chip és az SPI
sejtprocesszor) konstrukciot valasszunk.
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3. Hungarian cellprocesszor project
(magyar sejtprocesszor projekt)

Ezen a néven vonult be a nemzetkdzi szakirodalomba, itthon sokéig szegedi sejtpro-
cesszor projekt néven volt ismert, mert a Kalmér Lé&szI6 akadémikus, majd Gécseg Ferenc
professzor vezetésével mikodd szegedi JATE Szémitdstudomanyi Tanszékén, illetve a
mellette mik6dé MTA Automataelméleti Kutaté Csoportnal folyt a kutatas, majd ennek
eredményei alapjan a Mikrosejt Gmk-nal, utébb a CELLWARE Kft.-nél folytatédott a fej-
lesztés és a kissorozatu gyartads. A munkék sokoldall anyagi tAmogatést kaptak, egyebek
mellett az OTKA és az OMFB forrasaibol palyazati alapon, a Mikroelektronikai Kor-
manybiztostol és az ipari minisztert6l kiemelt fejlesztési alapokbal.

Ezek a kutatas-fejlesztési munkak tébb mint 200 emberévnyi raforditast igényeltek,
amelyek a szertedgazd munkak volumene miatt igen hatékony végrehajtast igényeltek. Ku-
I6nosen eleinte, kevés forrds birtokaban, nagyobb mértékben hallgatéi munkéakra is ta-
maszkodtunk (t6bbtucat diplomamunka is késziilt a JATE-n, az ELTE-n, a GAMF-on, a
BME-n), de ez kés6bb is folytatddott kisebb mértékben és eredményesen megvédett kis-
doktori munkékkal egészilt ki a JATE-n és a BME-n (mar az intézmények felsorolasa is
mutatja a téma komplex jellegét).

Milyen felismerések képezték
e kutatas-fejlesztési munkak alapjat?

A kiindul6pont természetesen a neumanni sejtautomata-fogalom volt. Bemutattuk, ho-
gyan egyszer(sitette ezt Codd, és hogyan prébalt a Codd-ICRA project sejtautomata elvii
szamitdgépet késziteni. Elemeztiik, hogy igen kis hatékonysagu ez a megoldas, bar modell-
érték(i a sejtautomata alapu hardverfejlesztés sziikségességének felismeréséhez.

A szekvencialis (soros) miikodésii szamitogépek korlatainak és a korai parhuzamos m-
kddésl hardverek, majd a vektorprocesszorok és a nagyparhuzamossagu sokprocesszoros
rendszerek megismerése sordn kimutattuk az azonos processzorokbo6l allé, homogén fel-
épitésl rendszerek elényeit és hatranyait, valamint a - viszonylag - nagyméret(i processzo-
roknak a hardver elemi szint( alkatrészeinek szintjén torténé nagyfokd kihasznalatlansa-
gat.

Toffoli sejtautomata emulatorai mar tiikrozik ezeket a felismeréseket, és viszonylag
sz(ik feladatosztalyon alkalmazhat6 igen gyors, viszonylag egyszer(i, memoriabazisu sejtet
és e koré felépiild sejtautomata emulatorcsaladot épitett és sejtprogramozott. Ez 6riasi 1é-
pés volt a sejtprocesszorok létrehozasa felé.

Els6 kozelitésben két jelents hatrany azonban azonnal felismerhet6; ez még csak emu-
lator, és a sejt méretei miatt nagy sejtprocesszor aligha épithetd bel6le gazdasagosan; a
masodik, még lényegesebb felismerés, ami egyben az el6z6 probléma megoldasa felé veze-
t6 utat is mutatja, pontosabban kikényszeriti ennek meg- vagy feltalalasat az az, hogy Tof-
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foli az igen redundans teljes allapot-atmenetfiiggvényt tarolja sejtjében. A kutatasi-kisér-
leti szakaiban létrehoztuk a TRANSCELL &tmenetfliggvény-optimalizalé programot,
amely ezt konkrét allapot atmenetfiiggvényeken szemléletesen bizonyitotta (amugy igen
plauzibilis volt a viszonylag sok bemenet( és kisszdmu kimenetd fliggvény mint fliggvény,
illetve a fliggvénynek megfeleld fa, illetve memariatartalom redundancigja).

A tomoritett (optimalizalt) atmenetfuggvény kiértékelése tobblethardvert igényelhet,
ennek minimumra szoritdsa rendkivil fontos gyakorlatban is hasznalhat6 sejtprocesz-
szor(ok) létrehozdsdhoz. Segitséget nyujt ehhez a munkék soran kialakult sejtprogramoz-
si gyakorlat is, amely megmutatta, hogy nincs sziikség valamennyi szomszéd sejt 6sszes &l-
lapotbitjére adott operatorok (példaul sejt mikroprogramokkal megvalositott aritmetikai
miveletek, rendezés - szortolas -, képfeldolgozasi mliveletek) esetén, igy az egyes sejtek
bemenetére kevesebb bit keril, kisebb lehet az atmenetfiiggvény, és igy az egyes sejtek is.

Ha nem emulatort akarunk épiteni, hanem nagypéarhuzamossagu sejtprocesszort, akkor
valamennyi sejtet hardverben meg kell valdsitani, ami drdmaian fontossa teszi az egyedi
sejtméret leszoritasat a lehetséges minimumra gy, hogy az egyes feladatok megoldasahoz
- sejtprogramozasahoz - azért viszonylag ne tal sok sejt legyen sziikséges.

7. &bra. Sejtprocesszor egyszer(sitett sematikus rajza és makddése
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4. A megépitett sejtprocesszorok

A sejtprocesszormodell

Az els6 elkésziilt rendszer sejtprocesszormodell volt, tekintve a rendelkezésre all6 kisin-
tegraltsagu alkatrészeket (SSI) és az ebb6l adod6 szekrényméretet, az aranylag egyszer(i
sejtprogramozast tamogato szoftvert, a kdzpontositott atmenetfiiggvénytarbol ad6do se-
bességveszteséget.

Egyébként azonban rendelkezett a kés6bbi sejtprocesszorok lényeges komponenseivel -
kdzponti vezérld egységgel, input-output egységgel, 16*16 darab kétallapotu sejttel, dssze
volt kapcsolva egy anyagéppel (host), ahonnan a feladatokat és azok adatait kapta, és aho-
va az eredményt visszaadta.

A méretkorlatok miatt kbzpontositott fliggvénytarbol kaptak a kvazisejtek sorosan-par-
huzamosan az atmenetfiiggvényeket, igy térben-id6ben inhomogén atmeneti fliggvények
végrehajtasa volt lehetséges (a részbeni parhuzamossagot azt biztositotta, hogy az adott
idépontban ugyanazt az atmenetfliggvényt végrehajtd sejtek ténylegesen parhuzamosan
mkddtek).

Kisszamu sejtprogrammal rendelkezett, ezek azonban szemléletesek voltak, aritmetikai
alapmuiveleteken kivil, képfeldolgozd operéatorokkal és jellegzetes sejtes atmenetfiiggvé-
nyekkel, mint az el6z6ekben bemutatott Lindenmayer- (szumma modulé 2) fuggvénnyel és
az életjatékfuggvénnyel. igy a sejtprocesszormodell az architektira Kiprobalaséara, bemu-
tatasi célra, sejtprogramozéds megtanuldséra, gyakorlaséra, optimalizilasra igen alkalmas
volt, korilbelul egy nagysagrendnyi gyorsitast is elért az anyagéphez képest. A rendszerar-
chitektarat és a kétallapotl sejtet jomagam specifikaltam, a rendszer kivitelezésében részt
vevl kollégak kozil kiemelem a hardvertervezésben Téth Jozsef, a szoftvermunkakban,
tesztelésben Ghymes Balazs munkajat.

Az M| sejtprocesszor

Az els6, mar tényleg sejtprocesszornak nevezhetd rendszer kdzepes integraltsagi (MSI)
alkatrészekbdl készilt, 16 allapotu (4 bites) sejtekb6l allt, amelyekbél 256 darabot tartal-
mazott 16x16 elrendezésben.

Ezek a sejtek memoriabazistak voltak, minden sejt a kezdeti betdltéskor megkapta az
atmenetfiiggvényeit, igy a miikodés Iényegében valodi parhuzamossaggal tortént (hardver-
optimalizalasi okok miatt a szomszédos sejtek bitjei nem feltétlenlil egyszerre jutottak el a
végrehajto sejtbe, igy tulajdonképpen egy billenési 1épésen beliil egy sorosan, id6ben val-
toz6 fliggvenysorozat hajtddott végre). A rendszer kdzponti vezérlegységet, input-output
processzort is tartalmazott, anyagépe egy korabeli IBM PC volt. Az egész rendszer mar el-
fért egy nagy PC-toronyban (4 nagy nyomtatott aramkari lapon a sejtmezd és egy 6todiken
a tobbi funkcionalis egység), a tervezésnél mar ilyen, viszonylag kis sejtmez6 mellett is 1at-
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szott az ismétl6dd aramkori részegységek (lapok és lapon beliili sok ismétl6d6 rész) hatal-
mas elénye az inhomogén rendszerekkel szemben.

A rendszer - éles feladatokon mért, te-
hat nem az elvileg elérhet6 cslcs - teljesit-
ménye mintegy 2 milliard mivelet/mp volt,
ami az anyagéphez képest tobbszazszoros-
tol Otezerszeresig terjed6 gyorsulast ered-
ményezett.

Ez arendszer mér egyértelm(en bizonyi-
totta a hardverben homogén és térben-id6-
ben inhomogén mddon programozhato
rendszerek létrehozhatdsagat, kivalo ar/tel-
jesitmény aranyat (2-3 PC arabol volt meg-
épithetd ez a rendszer, amely messze nem
volt univerzalisan programozhat6 ugyan, de
néhany fontos feladatosztalyon belll tobb
feladatra is alkalmazhato volt, a felhaszna-
16 felé nagy sebességgel végrehajtdédd szub-
rutinkdnyvtarként (ma: dll-ként) jelent meg. Tehat természetesen nem az egész alkalma-
z6i program gyorsult fel ennyire, csak a sejtprocesszorral végrehajthatod részek, vektor-,
matrixprocesszalasi feladatok végrehajtasa, képfeldolgozasi feladatok esetén ezek részara-
nya a végrehajtasi idét (tehat nem a programsorokbeli részaranyt) tekintve magas, igy a
teljes alkalmazas is jelent6sen gyorsul.

A 16 allapotl sejtet és a rendszerarchitekturat a sejtprogramozdkkal és a hardveresek-
kel folytatott konzultécidk, a t6lik kapott igények és lehet6ségek figyelembevételével jo-
magam specifikltam. A hardvertervezés Zsotér Antal eredményes munkéja volt, amihez
jarult az épités és tesztelés sordn végzett értékes teljesitménye is. A sejtprogramozas pedig
féleg a CELLAS sejtszimulécios rendszeriinkon mar kiprobalt sejtalgoritmusok atiiltetése
volt Katona Endre (és) vezetésével kildndsen Palagyi Kalman ért el kitling eredményeket
a tobbi sejtprogramozo aldozatos munkaja mellett.

8. dbra. M| sejtprocesszor

Az X1 sejtprocesszor

F& célunk, az igen nagyszamd, tobbtizezres, tobbmillids sejtprocesszorok megvalositasa
felé vezetd Uton sajat tervezési, ennek alapjan legyartott nagyintegraltsagi aramkor elké-
szitése szilkséges, amelynek fajlagos terve-
zési ideje és igy koltsége is viszonylag ala-
csony, lehetdségeinket azonban még ennek
ara is meghaladta (bar a kés6bb bemutatas-
ra keril§ SPI sejtprocesszorhoz egy sze-
rény, egyszer( Kivitel( sajat chipet sikerlt
az XI sejtprocesszort kbvet6en megtervezni
9. 4bra. X1 sejtprocesszor és kilféldon meg is épiteni).
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Az alkatrészpiacon ekkoriban jelentek meg az els6 PGA (programozhat6 gate array, ka-
putdmb) aramkorok. A hardver viszonylagos merevségét a szoftver killéndsen nagyfoku
rugalmassagaval 6tvoz6 PGA és FPGA (field programmable gate arrays - ezek tobbszor is
atprogramozhatd PGA-k) aramkorok kisérleti berendezések gyors elkészitését, kissoroza-
tl gyartas gyors beinditasat teszik lehet6vé.

Funkciojuk révén homogen felépitésiiek, 1ényegében matrixelrendezésben ,,6skapukat”
(vO. Gssejt) tartalmaznak, amelyekbdl programozas (bet6ltés) Gtjan tetsz6leges kapuaram-
kor alakithatd ki, az dsszekdtéseket - kozvetlen vezetékek helyett - egy hatalmas kapcso-
I6mez8 - amely természetesen szintén programozhat6 és a program betdlthet6 - biztosit-
ja. A miikodési sebesség megkdzeliti a szokasos hardversebességet, a kihasznaltsag termé-
szetesen igen alacsony tranzisztorszint fel6l nézve: 1-2 nagysagrenddel tébb kapu lehetne
képezhetd a programozhatdsag miatt felduzzasztott hardverstruktdra miatt.

Mivel a megvalositasnal az egyes ,,6skapuk” programozasat egy kis memdria biztositja,
egy sejtprocesszorra nagyon emlékeztetd struktara all el6ttiink! Es ezek az aramkorok so-
rozatban késziilnek, beszerezhet6k. Persze egy kis szerencse is kellett, hogy a Xilinx cég
legelsé FPGA-ja pont olyan legyen, hogy korulbelil tizkapunyi kapudramkér megvalosita-
sara elegendd helyen egy egész sejtet ki tudjunk alakitani. Szandékosan hasznaltam ezt a
kifejezést, mert természetesen nem a szabvanyos modon a sejt aramkorét vittiik be, hanem

igy véglil 64 darab kétallapotu sejtet tudtunk kialakitani egy darab Xilinx PGA-n beldl,
ami egy 1024 sejtes kozepes méret(i PC-kéartya létrehozasat tette lehetévé. Ennek progra-
mozésa korlatozottabb és nehézkesebb, mint az M1 sejtprocesszoré, kevesebb feladat va-
lamivel lassabban oldhaté meg vele, de mérete és ara sokkal kisebb, illetve alacsonyabb
természetesen. Tehat nem véletlen, hogy a témavélasztas (nagyhomogenitéasu, sok kis pro-
cesszorbdl allé rendszer) a megvaldsitast ilyen mddon is timogatta, mondhatnok a szeren-
cse a jo irdnyba induldkat tdmogatta.

Az XI sejtprocesszor megepitésénél mar fel tudtuk hasznalni dsszes el6z6 tapasztalata-
inkat, a legnehezebb feladat volt az 1024 darabos kétallapotl sejtmez6be ,,cip6kanallal”
beszoritani éles feladatok sejtprogramijait, igy itt Katona Endre, Kdles Péter és Palagyi
Kalman kiemelked6 teljesitményét szeretném hangsilyozni a hardver és a rendszerszoft-
ver tervezdinek és épitéinek eredményeit nem lebecsiilve.

Hangsulyozom, hogy egy sejtprocesszor komplex rendszer a tranzisztor- vagy kapuszint-
t6l kezd6d6en az alkalmazoi kényvtarakig, vagy éppen egy-egy teljes alkalmazas megolda-
sdval bezéruloan.

Az SPI sejtprocesszor

Az integréltsagi fok novekedésével elGtérbe kerlilne a térben-id6ben inhomogén atme-
netfliggvényi sejtprocesszorok, kiildndsen a kdzpontositott atmenetfiggvénytarral rendel-
kez§ tipusaik, mivel igy lehet a legtobb sejtet egy chipre integralni, kétségtelendl végrehaj-
tasi iddveszteség aran, ugyanis az atmenetfiiggvény-végrehajtas igy soros-parhuzamossa
valik, mint ezt részleteztiik mar el6z6leg.

Az SPI sejtprocesszor létrehozasat az tette lehet6vé, hogy bar pénzigyi lehetésegeink
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tovabbra is szerények maradtak (a téma igényeihez képest), de angliai egylittm{ikoédé part-
neriink segitségével mar modunk volt egy egyszer(, kb. 9000 kaput tartalmazo gate-array
(kaputdmb) aramkdr megtervezesére és kisérleti gyartasara a vilag egyik legnagyobb cus-
tom design (testreszabott) chiptervezé és -gyarté cégénél.

A sejtprocesszor modellnél megismert
egyszer(d kétallapotl sejtet valdsitottuk
meg, amelyb6l ezzel az eljarassal 64 dara-
bot tudtunk elhelyezni egy chipen (lapkan).
Emellett a megoldas mellett szélt a sejt kis
mérete, valamint az is, hogy igen alaposan
ismertik és teszteltik mar a sejtprocesszor
modellben - ugyanis a kulféldén végzendd
tervezésre és kiprobalasra fordithatdé pénz
és igy az id6tartam is igen korlatozott volt,
arrol nem is beszélve, hogy els6re hibatlan-
nak kellett lennie az &ramkdriinknek, mert

10. dbra. SPI sejtprocesszor javitasi fordul6ra a fenti okok miatt nem
lett volna lehetdség.

Mindamellett fontos Uj dramkori részegységet kellett megtervezniink és beépiteniink a
lapkara a noveked6 rendszerméret miatt. Az el6z6 sejtprocesszorokban a viszonylag kis
sejtmezémeéret miatt a sejtek egyszerlien 6ssze voltak huzalozva, igy jott 1étre az 6sszefiiggd
sejtmez6. El6z6leg csak a sejtmezd szélén voltak szélaramkorok, amik az anyagéppel torté-
nd adatforgalmat valdsitottak meg. Most azonban a sejtmez6 mar 84<8-as elrendezés(i, 64
sejtes darabkakbdl all, ezek szélén olyan sok csatlakozasra van sziikség, ami kdzvetlen ssze-
kottetésekkel az adott technoldgia korlatai (a lapka maximalis labszama) miatt nem volt
megvalosithato. igy az egyes lapkakra olyan szélaramkoroket kellett felhelyezni, amelyek a
szomszédos lapkakkal soros-parhuzamos végrehajtassal (id6veszteség aran) emulaltak a
kdzvetlen dsszekottetést. Jellegében ez az eljaras beleillett a rendszer térben-id6ben inho-
mogeén sejtprogramozasahoz sziikséges végrehajtasi mechanizmusba (mikroprogramozott
vezérlés), bar célszerd volt kiilon 1>kO vezérléprocesszorra bizni a specialis mikroparancsok
miatt, amik természetesen biztositottadk a sejtmez6 szélén 1évd lapkakon talalhatd szélsej-
teknek az anyagéppel valé kapcsolatat is. Ez a megoldas két fontos lehet8séget is biztositott
- az egyik Toth Jozsef javaslata alapjan tovabbi kis kiegészitéssel ,,ugraté d&ramkoérdk” hoz-
zaépitésével lehetdvé tette adatok két billenési 1épés (&tmenetfliggvény-végrehajtas) kozott
nagy sebességgel tavolra kildését is (ez felfoghatd korlatozottan - sejtmez6csoportok Ko-
z0Otti - valtoztathatdé szomszédsagu sejtmezd létrehozéasanak is), ami a sejtprogramozas
egyik legnagyobb korlatjat, a teljes lokalitast oldja fel. 1gazan nagy jelent6sége ennél a kis
sejtmezddarabokat tartalmazo rendszernél még nincs, de gondolva létrehozhatd nagyobb
rendszerekre, attorést jelent a sejtprogramozas hatékonysaganak javitasaban. (A megoldas
funkciondlis értelemben, tavolrdl hasonlit a mai P2P adattovabbitashoz az interneten.)

A mésik lehet8séget jomagam épitettem ré& ennek az dtletnek a ,,tetejére” - mivel nem
igazan tetszett, hogy tovabbi id6veszteséget okoz a teljes sejtmez6-0sszekottetés Iétrehoza-
sa (ugye ez annyiban sorosan térténik, hogy biztositjuk az 6sszekottetést - eljuttatjuk min-
den lapk&hoz a szomszéd sejtek értékeit, majd végrehajtjuk az atmenetfliggvényt, és ez a
kétlépéses ciklus ismétlédik), megkiséreltem atlapolni id6ben ezt a két folyamatot. T6bb
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lehetség kozil végul az valt be, hogy a sejtmezét kétréteglivé tettem, igy az egyik réteg-
ben input-output miveletek, a masik rétegben atmenetfiiggvény-végrehajtas zajlik egyide-
jlleg, majd a két rétegben a két folyamat felcserél6dik. Ez természetesen kétszer annyi ide-
ig tart, de nem kell a sejteket, illetve a sejtmez6t megkett6zni, hanem csak az egyes sejtek
allapot- és szomszédallapot-taroldit, igy az egész rendszer hatékonyséaga kb. 40%-kal javul.
A mai PC-kben utasitasvégrehajtasi szinten a multi-thread konstrukcidkban jelennek meg
hasonl6 gondolatok.

igy jott Iétre a (2ik)8>k8 sejtet tartalmazd SPP chip, amelybdl egyetlen nagyméret( kar-
tyara 84<8 darabot felhelyezve (2>k)16K-s sejtmez6t epitettiink, kdzponti vezérlével és in-
put-output processzorral egyitt alkotva teljes rendszert, az SPI sejtprocesszort, amelyet
egy IBM PC-hez mint hostgéphez (anyagéphez) kapcsolva helyeztiink (izembe.

Kisméretl oktatdékartya SPP chipekb6él

Mivel igény mutatkozott a nem teljesen egyszer(i sejtprogramozas, illetve mikropro-
gramozas oktatasara, a viszonylag lassu szimulatorok mellett célszer( volt hardveroktato -
gyakorlé - sejtprocesszort is tervezni és épi-
teni. A killénbdzd adddd lehetdségek kozil
kompromisszumként négy darab SPP chip-
b6l all6 sejtmez6t tartalmazd, minimalis ki-
egészitd hardverrel ellatott kisméret(, olcso
kartya mellett dontottiink.

Fontos szempont volt, hogy a sejtmezd
ne legyen nagyon Kkicsi, a szimulatoroknal
legyen lényegesen gyorsabb, de nem feltét-
lenul kell cslcssebességen futnia. igy a
hardver a PC Orajelét hasznalva, a PC-n a
sejtprocesszornak a vegrehajtasi idejeben 11 abra. SPP oktatokartya
nem nagy id6igény( részeit szimulalva
olyan eszkézhdz jutunk, amely a ,,nagy”
sejtprocesszor lényeges funkcioit a PC-nél
b6 2 nagysagrenddel gyorsabban hajtja vég-
re, azonos vezérléparancsok hatasara, illet-
ve a sejtprogramok ugyanigy hivhatdék meg
a PC-s féprogrambdl, mint az SPI-ben. 12. &bra. SPP chip

Sejtprocesszor-alkalmazasok

A sejtprocesszorok alkalmazésai a hardver nagyfokd parhuzamos mikddésén és igy
nagy szamitasi teljesitményeén alapulnak, korlatot jelent a vektorprocesszorszer(i miikodés
az igen kisméret(i ,,nanoprocesszorokon”, sejteken. Az ellentmondast részben feloldja a
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hardver térben-id6ben-szomszédsagban inhomogén volta és a fentiekkel sszhangban ki-
alakitott sejtprogramozéasi metodoldgia.

Rendkivil természetesen adddnak a vektorokon, matrixokon, homogén felépitésii adat-
tdmbokon végezhetd mlveletek, a sejttér méretétdl fliggben ,Atfolyatva” a sejttéren, vagy iga-
zan nagy sejtmezd esetén az adatokat a sejttérbe betdltve keruilnek feldolgozasra ezek az ada-
tok. Ezek az &ltaldnosan hasznalhaté miiveletek alkalmazésok széles osztalyait nyitjak meg.

Ki szeretném emelni a képfeldolgozast, mivel ennek ma szerteagazo teriletei és felhasz-
nalasai vannak az orvosi diagnosztikatél (pl. a CT vagy computertomograf, amely Iényegé-
ben egy haromdimenzids rontgenberendezés, kétdimenzids metszeteket készit, és ezekb6l
kell kiszdmolni a haromdimenzios képet) az arcfelismerésig, altalanosabban a képfelisme-
résig, amelyek robotok m(ikodését, termelési folyamatokat tdimogathatnak.

Sejtprocesszorral leginkabb képeken vé-
gezhet6 transzformaciok vegrehajtasa jon
szbba, vagy kicsit altalanosabban kép-eléfel-
dolgozasi feladatok, amelyek a transzforma-
cidkon kivul adatkivonast - a kép jellemzd
tulajdonsagainak megallapitasat, képrészle-
tek kiemelését sth. - végeznek.

Sejtprocesszor projektink soran végez-
tlink feldolgozasokat a Paksi Atomer6mi
zajdiagnosztikai feladataihoz (itt az erémdi
belsejében 1évd zajforrasokat kellett ele-
mezni, olyan helyekrél szerezve informéaci-
Ot, ahova a sugarzas miatt ember nem Iép-
het be, de a kiilénbdz8 frekvenciatartoma-
nyokbol - nem csak a hallhaté hangtarto-
manybdl - érkezd jelsorozatok fontos infor-
maciét hordoznak az eré6md biztonsagos

13. &bra. Sejtprocesszor architektdra mikodésér6l. A folyamatok gyorsak, igy
ahhoz, hogy be tudjunk avatkozni idejében,
gyors kiértékelésre van sziikség, ezért merilt fel sejtprocesszor hasznalata.

Egyik f6 alkalmazasunk képfeldolgozas alapu térképészeti felhasznalés volt a Térképé-
szeti Intézet részére. Itt Ugynevezett szintvonalas térképekbdl (amelyeken az azonos ma-
gassagu pontokat gorbék kotik dssze, ezek a pontok tébbnyire mérési adatokbdl szarmaz-
nak, és ez a térképfajta a térképész szdméara sokatmondo ugyan, azonban a térképfelhasz-
nalok szaméara a domborzati térkép az érthet6bb, szemléletesebb) kellett haAromdimenzids
domborzati térképet szamitani ki.

Nagyon nagy egyszerdsitéssel rengeteg interpolaciot kellett szdmitani, a feladat ennél
sokkal dsszetettebb, a sejtprocesszorral val6 szamolas esetén pedig kiillén megoldando fel-
adat volt, hogy a siksagon és a hegyvidéken ugyanaz az algoritmus helyesen mikddjon. Az
Otletek és a kivitelezés Katona Endre és munkatarsai érdeme, jomagam a munka egy holt-
pontjan egy fokozatos kozelités dtlettel/javaslattal tettem egy keveset hozza ehhez az ered-
ményhez (amit leleményesen nagyitas-kicsinyités tAmogatasara is kihasznaltak a kollégak).
Az elért gyorsitas a megrendelt 4-8-szoros helyett korilbelll szazszorosra sikerdilt, ami
redlissa tette Magyarorszag teljes nagyfelbontasu térképének a tervezettnél évekkel hama-
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rabb torténd el6allitdsat. Ehhez azért még arra is szlikség volt, hogy mivel az egyuttmiko-
dés olyan jol siker(lt, hogy a munka el6feldolgozas részében is kaptunk feladatot (a papi-
ron 1évé szintvonalas térkép digitalizaladsaban), a nyers digitalizalt kép hibajavitasat. A ha-
talmas adatméretek miatt adodott itt is sejtprocesszaléasra alkalmas részfeladat, ha nem is
annyira kozponti rész, mint a domborzatszamitasnal (legalabbis a futasi/végrehajtasi id6t
tekintve). Ez a feladat ugyanis nem volt teljes egészében algoritmizalhatd, hanem interak-
tiv modon, emberi kdzrem(ikodéssel tortént. Itt az segit sokat, ha az embernek nem kell
sokat varni (és ebben is segitett a sejtprocesszor), valamint, ha a teljes algoritmizalas/auto-
matikus végrehajtas nem is megy, azért nagy segitség, ha a szamitasi rendszer alternativa-
kat kinal fel, és ezekbdl mar ,,csak” valasztani kell az interaktivan dolgozé térképésznek (és
itt mind a sebesség, mind néhany (j sejtprogram is javitotta a teljesitményt).

Végll egy tréfas, de mutatds ,,alkalmazast” emlitek meg - valddi id6ben - real-time -
készuld egyszer( karikaturak készitését. A kameraba nézd arcon néhany egyszer(i geomet-
riai miiveletet elvégezve igen hatdsos képekhez lehet eljutni, kiallitdsokon kivalo néz6csa-
logatd volt (egy nemzetkdzi innovacios kiallitason kozonségdijat is kapott, ahol maga a
sejtprocesszor a zs(ri osztott I. dijat kapta). Budapesttél Szombathelyig, Berlint6l Hanno-
verig és Parizstdl Edmontonig minden(tt 6rémet szerzett az 6téves gyermekektél a 86(!)
éves néniig, sokan nézték meg magukat szivesen a kiillonb6zd pdzokban és kértek/vettek a
papirra nyomtatott valtozatokbol (amelyekben a mai scannerekben, nyomtatokban alkal-
mazott interpolacids jellegli megoldassal finomitottuk a képet). A legmonumentélisabb -
de rovid - bemutatonk a Vdrdsmarty téren volt egy oridstdblan (altaldban monitoron, né-
ha kivetitén mutattuk be a karikatdrakat).

Nemzetkozi egyuttmikodések, kézos eredmények

A sejtprocesszorprojekt eredményeit publikaltuk (tébb mint 100 cikkben), részt vettiink
a parhuzamos szamitasi rendszerekkel foglalkoz6 fébb eurdpai konferencidkon, program-
bizottsagi tagként is kozrem(kddtem azokon, illetve alapitd és tarselndkként a PARCEL-
LA berlini konferenciasorozaton, amelynek kiadvanyai az Akademie Verlag-nal, a North-
Holland-nal és a Springer Verlag-nal jelentek meg, igy igazi kelet-nyugati, nemzetkozi sejt-
automata/sejtprocesszor témakor( konferenciat sikertlt l1étrehozni (1982-1996). (Itthon a
Neumann Tarsasagon belll pedig megalapitottam a Parhuzamos Szémitasi Rendszerek
Szakcsoportot, ahol el6adasok és kiadvanysorozat foglalkozott a témakdorrel.)

Tobb éven at mikodtink egyitt MTA egyittmiikodési szerzédés keretében az NDK
Tudomanyos Akadémiaja ZKI intézetével. A PARCELLA szervezésében is oroszlansze-
repet vallaltak (az egyesitésig), a tarselnok és tarsszerkesztd dr. Gottfried Wolf volt.

Tobb mint tiz éven at harom kozds projektiink volt az MTA és a DFG (Deutsche
Forschungsgemeinschaft) egyezménye alapjan a Branschweigi Miegyetemmel, ahol Ro-
land Vollmar professzor irdnyitasaval folytak sejtautomata-elméleti és sejtszimulacids vizs-
galatok. Munkaink jol kiegészitették egymast, illetve a témak megvitatasa mindig adott (j
Otleteket is. A kdzds munkardl, illetve a kapcsolddo sajat munkakrol tobb kotetet adtunk
ki, amelyek - részben masutt is megjelent - cikkeket, illetve munkabeszamoldkat tartal-
maztak.
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Irodalom

von Neumann, J.: Theory of automata: construction, reproduction, homogeneity. Part
Il of Self-Reproducing Automata” edited by A. W. Burks. University of Illinois Press, Ur-
bana, Illinois, 1966

Leben und Werk von John von Neumann (editors: T. Legendi, T. Szentivanyi): Bibli-
ographisches Institut MannheimAVien/Ziirich 1979

E. F. Codd: Cellular Automata. ACM Monograph Series, Academic Press, Inc. New
York and London 1968

Drommerné Takacs Viola (szerk.): Sejtautomatak. Gondolat 1978 (18 cikk és részletes
irodalomjegyzék)

T. Toffoli: On the Large-Scale Implementation of Cellular Spaces by Means of Inte-
grated-Circuit Arrays. CNR Istituto per le Applicazioni del calcolo 1972

T. Toffoli, N. Margolus: Cellular Automata Machines - A new environment for model-
ling. The MIT Press Cambridge, Massachusetts; London England 1987

Legendi T. és munkatarsai tiz cikke sejtprocesszorok tervezésér6l, programozasarol és
alkalmazésarol. Magyar Elektronika Il1. évfolyam 6. szam 1986

Katona E.: Sejtalgoritmusok (a projekt ot résztvevéjének, koztiik a szerzének az algo-
ritmusai alapjan) az NJSZT és az MTA SZTAKI kiadasédban a Parhuzamos Szamitasi
Rendszerek Szakcsoport 1981/5 kiadvanya

Vollmar, R.: Algorithmen in Zellularautomaten. B. G. Teubner, Stuttgart, 1979

Vollmar, R. and Legendi T.: Cellprocessors and cellgorithms - Reports on a common
research project. Volume 1. 1981. Volume 1I. 1985. Technische Universitat Braunschweig

Parcella’84 (edited by) W. Handler, T. Legendi, G. Wolf Akademie Verlag Berlin
(benne a projekt résztvevGinek 9 cikkével)

Parcella’88 (editors) G. Wolf, T. Legendi, U. Schendel Springer Verlag Fourth Inter-
national Workshop on Parallel Processing by Cellular Automata and Arrays Berlin, Octo-
ber 1988 Proceedings

Parcella’™d0 Proceedings edited by G. Wolf, T. Legendi, U. Schendel Akademie - Ver-
lag Berlin (itt a projectet 3 el6adassal és 4 mikodd sejtprocesszorral képviseltik egy kis
parhuzamos kiallitas keretében)
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